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5  波動 
5.1 いろいろな波 

液面に立つ波，膜面や弦の振動，あるいは地震などが一定の速度を持って移動す

ることをわれわれは日頃の経験で知っている．音も空気中や物質内を波動として伝わっ

ていく．人間の耳に聞こえる，いわゆる可聴音波は振動数がおよそ 20 Hz から 20 kHz

の振動である．20 kHz 以上の耳に聞こえない高周波の音波を超音波と呼んでいる．超

音波のエコーは金属材用探傷器，医用写像検査装置，魚群探知機などにひろく利用され

ている．波動を考えるときには電磁波も忘れてはならない．ラジオ波やマイクロ波など

の放送や通信に用いられる電波は電磁波であるが，光，x 線，さらにはγ 線も電磁波で

ある． 

何らかの物理量の時間的変化が空間を伝わる現象を波動という．液面，膜，弦な

どでは高さまたは位置座標が波動量であり，音波では媒質の密度，内部歪み，原子の変

位などが波動として伝わり，電波では電磁場が振動しながら空間を伝播する．波動には

一般に横波と縦波がある．図 5.1.1(a)のように振動が波動の進行方向に垂直なものを

横波といい，図 5.1.1(b)に示すように振動が進行方向と平行な波を縦波という．液面，

膜，弦などの波や空間を伝わる電磁波は横波であり，気体中の音波は縦波である．しか

し固体や液体中の音波には横波と縦波のどちらの型(これをモードという)も存在する． 
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図 5.1.1. 紐の横波(a)と縦波音波(b)
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5.2 波を表現する ― 波動方程式―  

長い一様な弦を伝わる横波を例に取って波動のメカニズムを考えよう．弦は一定

の張力で張られているものとし，ここで考える振動の振幅は波長に較べて十分に小さい

ものとする．図 5.2.1 は縦軸 y を弦の変位方向とし，横軸 x を弦の長さ方向として，

弦の運動を考えるために変位を拡大して描いたものである． 

弦の張力を T とし，  x = x から  x = x + ∆x までの弦の微少部分に作用する力を F と

する．張力は弦の接線方向に作用する．そこでこの微少部分の両端での張力と x 軸との

間の角度を図のようにそれぞれθ(x)，θ(x+∆x)とすると，F の x，y 成分は 

)(cos)(cos xTxxTFx θθ −∆+=                         (5.2.1) 

)(sin)(sin xTxxTFy θθ −∆+=                         (5.2.2) 

で与えられる．ここでは十分小さい振幅を考えるので Fyは十分によい近似で 

)(tan)(tan xTxxTFy θθ −∆+=                        (5.2.3) 

に等しい．したがって 

}{
xxxxx

y dx
dy

dx
dyTF

=∆+=
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=                           (5.2.4) 

図 5.2.1  弦の振動 
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と表すことができる．この F が弦の復元力である． 

一般に関数 )(xf は任意の点  x = ′ x の周りで 

    
f (x ) =

f ( n) ( ′ x )
n!n=0

∞
∑ (x − ′ x )n                            (5.2.5) 

のように級数に展開できる．ここで f(n)は関数 f の n 次の微係数である．これをテーラ

ー級数展開(Taylor’s series expansion)という． x を x+∆x，x’を x とおけば(5.2.5)式

を 

    
f (x + ∆x) =

f (n) (x )
n!n=0

∞
∑ (∆x)n   

    
= f (x ) +

df (x )
dx

(∆x) +
1
2!

d2 f (x)
dx 2 (∆x)2 + .....+

1
n!

d n f (x )
dx n (∆x)n + ....   

(5.2.6) 

と書き換えることができる． 

弦の微小部分∆x に加わる正味の力は(5.2.1)式および(5.2.4)式より明らかなよう

に，微小部分の両端に加わる力の微小な差であるから， ∆x の 1 次まで考えれば十分で

あり，2 次以上の項は省略してよい．したがって cosθ(x+∆x)と(∂y/∂x)x+∆x のテーラー

展開を∆x の 1次まで取ることにより 

Fx = 0                           (5.2.7a) 

x
xd
ydTF

xx
y ∆








=

=
2

2

 
                                 (5.2.7b) 

が導かれる．これより，張力による復元力は，ここで考えている微小な振動では x 方向

に働かず，y 方向にのみ作用することが分かる．このことは弦のどの部分も弦に垂直な

方向に振動することを意味している．横波というのはこのためである． 

(5.2.7b)式は時間 t と無関係に成り立つので t も x と共に独立変数である．した

がって弦の線密度すなわち単位長さ当たりの質量を ρとすると，任意の微少部分に対し

て 

    
ρ∆x

∂ 2 y
∂ t 2

= T∆x
∂2 y
∂ x2

                                 (5.2.8) 

という運動方程式が得られる．両辺から∆x を消去すると 
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ρ

∂ 2 y
∂ t2

= T
∂2 y
∂ x2

                                     (5.2.9) 

となる．ここで 

 2cT
=

ρ
                                          (5.2.10) 

とおくと(5.2.8)式の運動方程式は 

    

1
c2

∂ 2 y
∂ t 2

=
∂2 y
∂ x2

                                      (5.2.11) 

と表される．これを波動方程式という．c は速度の次元を持っている．実際，弦の振動

だけでなく，c を速度として，一般の波動に対して(5.2.11)式の波動方程式が成り立つ． 

5.7 節で物体の中を伝播する音波について詳しく述べる. 

 

 

5.3 波動方程式の一般解 

 (5.2.11)式の波動方程式の一般解は， f(z)と g(z)を任意の関数として 

    y = f (x −ct ) + g(x + ct )                              (5.3.1) 

で与えられる．図 5.1.1(a)に示したように波 f(x-ct) の任意の一点 f(z1)に目を止めてそ

の動きを追うと，位置 x = z1 + ct は時間 t とともに速度 c で x 軸上を右方向に進む．ま

た波 g(x+ct) の一点 g(z2)の位置は x = z2 – ct であるから，速度 c で左方向に進む．すな

わち f(x− ct) と g(x + ct)はそれぞれ x 軸上を右方向と左方向に動いていく波を表してい

る． 

一般解(5.3.1)式からさらに次のことがいえる． 

(1) ある地点   x = x0  で観測される波 f(x0− ct)の時間変化は時間を固定し，空間軸を負

に反転した空間変化と同じ形を持ち，波 g(x0 + ct)は空間変化と同じ形で時間変化する．

この違い以外は空間軸 x と時間軸 ct は同等である．したがって空間変化または時間変

化のどちらかを知れば波の伝播の様子が分かる． 

(2) 関数 f(z)と g(z)は任意である．これは状況に応じた任意の形態の波動が許されるこ

とを意味している. 

(3) 波が動いている間中，波の形は変化しない． 

(4) x 軸の正と負の方向に動く 2つの波が衝突しても形を変えずに交差する． 

人が皆違った声を持ち，同じ人の声が距離に関係なく同じに聞こえ，また，複数
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の人が向かい合って同時に話しても，互いの声が変質しないで聞こえることを波動方程

式は保証している． 

 

 

5.4 周期的な波 -フーリエ級数展開- 

図 5.4.1(a)は 

xy  2sin2
2
1 π

π
+=                                   (5.4.1) 

の曲線である．また図 5.4.1(b)と 5.4.1(c)は 

(a)                      (b)                    (c) 

1=m                    5=m                      10=m  

図 5.4.1 (5.4.2)式により計算した yの曲線 
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∑
= −

−
+=

m

n n
xny

1 12
 )12(2sin 2

2
1 π

π                          (5.4.2) 

においてそれぞれ，m = 5 および m = 10 とした曲線である．図 5.4.1(a)は m = 1 の曲線

に他ならない．これらの計算より，(5.4.2)式は m が大きくなるにつれて高さが 1 でく

り返し周期が 1 の矩形波に近づいている．m をさらに大きくしていくと小さな振動構造

は一層小さくなり，m > 50 で(5.4.2)式の曲線は見かけ上図 5.4.2 の矩形波とほとんど

区別がつかなくなる． 

一般に，周期を  l とする周期関数 f(x) は 

)2sin2cos(
2

)(
1

0
l

xmb
l

xma
a

xf m
m

m
ππ

+∑+=
∞

=
            (5.4.3)   

として無限級数に展開することができる．ここで  

∫−
=

2/

2/0 )(2 l

l
dxxf

l
a                                   (5.4.4.a) 

∫−
=

2/

2/

2cos)(2 l

lm dx
l

xmxf
l

a π
 ， ⋅⋅⋅= ,2 ,1m             (5.4.4.b) 

∫−
=

2/

2/

2sin)(2 l

lm dx
l

xmxf
l

b π
 ， ⋅⋅⋅= ,2 ,1m             (5.4.4.c) 

である．このように，周期関数はその周期を基本周期とする正弦波と余弦波の基本波と

高調波の重ね合わせで表すことができる．これをフーリエ 級数(Fourier series)展開とい

う．例えば楽器を一定音階で一定の強さで鳴らし続けるときの音をこのような音波とみ

なすことができ，一定周波数の基本波とその整数倍音に分解することができる．その音

波を規定する量は基本周波数の値と整数倍音の各成分の相対的な強さである．これらが

波形として現れ，それぞれの楽器の音色となる． 

図 5.4.3(a)はリコーダの音のオシロスコープ波形の一例である．これを数値化し

てフーリエ級数展開の係数を求めると，奇数次の高調波が強く，しかも次数が増すとと

もに係数は急速に減少していくことが分かる．そのため，図 5.4.3(b)に示すように，6

次までの部分和で元の波形をほぼ再現することができる． 

1 つの正弦波または余弦波の空間的周期を波長という． x を実空間とすれば l が

基本波の波長であり，これをλ1 と書けば，高調波 x
l

mπ2sin の波長は
m

1λ
λ = である． 

また，x を時間とすれば l は基本波の，そして
m
l
は高調波の振動の周期であるから， 
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基本波の周波数をν 1 として，高調波の周波数は 1νν m= である．波長と周波数は速度 c

との間に 

c = λν                                              (5.4.5) 

の関係がある． 

 

 

5.5 周期性のない波 -フーリエ積分- 

実際の音は多くの場合明瞭な周期を持たずに揺らぎながら継続したり，また，短

時間で消えたりして周期を持たない．このような実際の波はフーリエ積分によって表現

することができる． 

フーリエ変換論によればどのような関数でも 

∫
∞

∞−
++= ζζζζζ dxbxa

a
xf }sin)(cos)({

2
)( 0                (5.5.1) 

と書ける．ここでは厳密な意味での基本波は存在せず，いろいろな周期の正弦波と余弦

波の連続的な重ね合わせになっている．   a(ζ ),  b(ζ )を   f (x )のフーリエ変換と呼び，  

図 5.4.3 リコーダの音のオシロスコープ波形(a)と，フーリエ級数

展開の m ≤ 6 の部分和曲線 (b)．オシロスコープ波形は

近角聰信・三浦登著「理解しやすい物理 I・II」(文永堂)

を参照した． 

(a) 

(b) 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0

1 周期

時間 

電圧 
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∫
∞

∞−
= xdxxfa ζ

π
ζ cos)(

2
1)(                              (5.5.2a) 

∫
∞

∞−
= xdxxfb ζ

π
ζ sin)(

2
1)(                              (5.5.2b) 

である．フーリエ変換論は変数  xが空間であれ時間であれ，観測している    f (x )を周期関

数の一部とみなし，その周期が現実の空間または時間の範囲よりも十分大きいとする考

えに根ざしている．したがって a0 は 

∫−∞→
=

2/

2/0 )(2lim
l

ll
dxxf

l
a                                   (5.5.3) 

で与えられる．このように，周期性を持たない揺らぎもフーリエ級数展開を拡張して，

正弦関数と余弦関数の積分，つまり連続的な重ね合わせで表現することができる． 

a(ζ)，b(ζ)を(5.5.1)式に代入して元の f(x)を再現することをフーリエ逆変換という． 

実際には多くの場合，静寂な状態から波動が発生し，ある時間継続した後に消滅

する．一例として，フーリエ級数展開のときとの対比のために図 5.5.1 の単一矩形パル

スに目を向けると 

00=a                                              (5.5.4.a) 

)
2

sin(cos
2

)( 002/

2/

0 0

0

ζ
πζ

ζ
π

ζ
xy

xdx
y

a
x

x
== ∫−

                 (5.5.4.b) 

    b(ζ ) = 0                                           (5.5.4.c) 

である．ゆえに(5.5.1)式により 

図 5.5.1 矩形パルス 

y

xx0/2-x0/2

y0
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ζζ
ζ

ζ
π

dx
xy

xy x

x

)cos(
)(

)sin(
2

)(
2

200
0

0

∫
∞

∞−
=                      (5.5.5) 

と逆変換できる．フーリエ変換(5.5.4.b)式は， z
x

=ζ
2
0 と置いて， 

z
zyx

a sin
 2

)( 00

π
ζ =                                    (5.5.6) 

と書き換えることができる． この
z

zsin
の曲線を図 5.5.2 に示す. 単一の矩形パルス 

には z = 0 を中心にして-∞ から+∞ までの z 成分が連続して振動的に含まれることが分 

かる．このように多くの成分が含まれるのは，垂直に立ち上がり，かつ垂直に落ちるパ

ルスを取り扱ったためである．実際の波動ではそのように垂直に変化することはほとん

どないのでフーリエ変換のζ の範囲は事実上有限にとどまる． 図 5.5.3 はζの上限を有

限に選んだときの逆変換の例である. 上限が低いほど振動成分が強く現れるが上限が上

がるにつれて元の波形をよりよく再現することが分かる． 

 

 

図 5.5.2   -30 ≤ z ≤ 30 での
z

zsin
の曲線 
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5.6 平面波 

フーリエ変換論を複素空間に拡張すると 

∫∫
∞

∞−
′−∞

∞−
′′= xdxfdxf xx )(ee

2
1)(  i i ζζ ζ
π

               (5.6.1) 

と表すことができ，このときフーリエ変換は 

∫
∞

∞−
−= dxxfs x ie)(

2
1)( ζ
π

ζ ,  ∞<<∞− ζ              (5.6.2) 

で与えられる．また反転公式は 

∫
∞

∞−
= ζζ ζ dsxf x ie)()(  ,   ∞<<∞− x               (5.6.3) 

である． 

正弦波または余弦波の波長をλ としてζ  を 

ζ =
2π
λ

                                           (5.6.4)  

図 5.5.3. ζ の上限を 10(a)および 100(b)としたときの矩形パルス 

のフーリエ逆変換． 

(b)
  

y( x)
y0

= a(ζ )0
100

∫ cos(ζx )dζ  (a) 
    

y( x)
y0

= a(ζ )0
10

∫ cos(ζx)dζ  
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と置けば x  ie ζ  は複素空間での正弦波または余弦波を表している．波動の変数は x ± c t

なので，1つの波動を w とし，その振幅を 1，(x, t) = (0, 0)での位相をδとすると 

δωζ i)     (ie +±= txw                                    (5.6.5) 

と表される．ここで    ω = c ζ である． 第 1 章でも述べたが，ζ を 3 次元ベクトルとし，

図 5.6.1 のようにr を通ってζ に垂直な平面とζ 軸との交点をPとして，原点 O から P

までの長さをpとすると 

ζ · r = ζ p                                          (5.6.6) 

が成り立つ．(5.6.5)式の波を 3 次元空間に拡張するにはζ 方向をx軸にしたものとみな

せばよい．重要なのはこの波動ではr が ζ に垂直な平面内にあればどこでも同じ位相

を持っていることである．このような波動を平面波という．なお，波動を表すときには

ζ の代わりに波動の進む方向の単位ベクトルを ekとして 

kkk eek
λ
π2

==                                               (5.6.7)            

を慣用的に用いる．このベクトルを波動ベクトルという．また，1/λ を波数という． 

 

 

 

図 5.6.1 ベクトル ζ に垂直な平面上の位置ベクトル 
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********************************************************************* 

波動と不確定性原理 図 5.5.2 のフーリエ変換で z ≈±1.8 ≈±π/2 で sinz/z 

が 0.5 となっている.つまり，実空間でx0 の幅の単一矩形波はk空間でほぼ

2π/x0 の幅の平面波の集合である.  x0 を小さくするとkの幅はその逆数で広が

り，x0 を大きくするとkの幅は小さくなる．見方を変えれば，xを∆xの精度で

確定しようとすると必ずkについて∆k ≈ 2π/∆xの広がり，つまりぼやけが生じ，

両者の積は 

|∆x∆k | ≈ 2π                                        (5.6.8) 

のように一定である．変数を t とω に変えた単一矩形パルスでも同様に 

πω 2     ≈∆∆t                                       (5.6.9) 

が成り立つことが明らかである.  

量子力学によれば，1 つの量子の運動量 p とエネルギー U はそれぞれ

kp h= , ωh=U で与えられるが， x と p または t と U を同時に観測し

ようとすると必ず誤差が生じるという．これを不確定性原理といい，それぞ

れの誤差の積について 

 h    ≥∆∆ px  ， h    ≥∆∆ Ut                     (5.6.10) 

という不等式で表される. ここで，h をプランク定数として )2/( πh≡h である．

単一矩形パルスのフーリエ変換の結果は不確定性原理とよく対応している. 

これは量子力学が波動力学に根ざしていることと密接に関係している. 

*********************************************************** 

 

 

 

5.7 物質の中を伝わる音波 

固体や気体には弦に対する張力のような外力が加わっていない．しかし，伸縮などの変形

が起こると弾力性により，それ自体で元に戻そうとする復元力が生じる．いま，均質な直方形の

物体において長さの方向に一様な伸縮が起こったとしよう．そうすると，図 5.7.1 のような復元

力が物体の両端面に生じるだろう. 伸縮量 ∆l が元の長さ l よりも十分に小さいとき， ∆l

の符号を考慮すればこの復元力は断面積を S として，右端面で 
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l
SlKF ∆−=  ，                                    (5.7.1) 

左端面で 

l
SlKF ∆=                                         (5.7.2)   

と表すことができる．ここで K を弾性率といい，それぞれの物質で固有の値を持った

圧力の次元の量である．直方体が大きな物体の一部であっても同じであり，その場合復

元力は境界面で圧力または張力として作用する. このとき，F/S を応力という．また，

伸縮の度合い∆l/l をひずみという． 

物体の中を膨張と収縮が交互に交替しながら伝わる波動が縦波音波である．縦波音

波が伝わると，図 5.7.1 で見たように，膨張と収縮に伴ってどの部位でも静止位置から

ずれる．この波動を表現するために，静止位置からの変位を u(x)として，図 5.7.2 のよ

うな長い棒の x = x1 と x = x1+∆x の間の微小な部分の運動を考えよう. 

音波は棒の長さ方向に伝わるとする.もしも u(x)が x に依存せず一定ならば，考えて

図 5.7.1 収縮，膨張した固体に生じる復元力(太い矢印)．

細い矢印は収縮，膨張の方向を示す． 

収縮 膨張

圧力
張力

l
∆l

S
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いる微小な部分の左右の任意の長さ l の部分の変化は等しいので，微小な部分に正味の

復元力が作用しない.しかし音波では図 5.7.2 のように u(x)が x とともに変化している

ので微小部分の左右の端面に作用する応力が互いに打ち消し合わず，正味の復元力が作

用して音波を起動する. 

いま仮に棒を波長よりも十分小さい区画に分割していけば，どの区画の中でも u が

十分緩やかに変化していると見なせるようになる．ここでは l をそのような長さとする．

考えている微小部分 ∆x 自体の膨張・収縮は限りなく小さいので無視してよい．そうす

ると，(5.7.1)式より，微小部分の左側端面に加わっている応力は  

 
1

1

)(
)(

)( xx
xx

dx
duK

l

l
dx
du

K
l
lKxT =

=
−=−=

∆
−=              (5.7.3) 

と表すことができる．つまり，ひずみは
1

)( xxdx
du

= に等しい．同様にして右側端面での 

図 5.7.2  静止物体中の微小部分(a)と，縦波音波による変位と

応力(b)． 

x1 x1+∆x

l l

T(x1+∆x)T(x1)
u(x)

(a)

(b)

x
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応力は 

xxdx
duKxx ∆+=∆+

1
)()(T                               (5.7.4) 

である．したがって，微小部分に作用する正味の復元力は棒の断面積を S として 

S
dx
du

dx
duKSxxxxF xxxxx ])()[()}(T)(T{)(

11 =∆+= −=+∆+=  

xS
dx

udK xx ∆≅ = 1
)( 2

2
                             (5.7.5)   

である．x に対して 2 次の成分の u の変化によって正味の復元力が生じることが分かる. 

u は時間 t にも依存するが x と t は互いに独立な変数なので，微小部分の運動方程式は，

考えている物質の密度をρとして，  

xS
x

txuK
t

txuxS ∆
∂

∂
=

∂

∂
∆ 2

2

2

2 ),(),(ρ                        (5.7.6)  

となる．すなわち，音波の波動方程式は 

2

2

2

2

x
uK

t
u

∂

∂
=

∂

∂ρ                                      (5.7.7) 

である．これを 

2

2

22

2

x
u

tc
u

∂

∂
=

∂

∂          (5.7.8) 

と書き換えると分かるように，音速は 

ρ
Kc =              (5.7.9) 

に等しい． ω は 

kKck   
ρ

ω ==         (5.7.10) 

で与えられるから, 図 5.7.3 のように， 波動ベクトル k とともに直線的に変る． 一般

図 5.7.3 音波の分散関係． 

0 k

ω

-k
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に，波動のω を k の関数で表した関係式を分散関係という． 

ここまで縦波音波を考えてきたが，図 5.7.4 のように波動の進行方向に対して媒

質が垂直に変位する音波もある．それが横波音波である．この場合も波動方程式はやは

り(5.7.7)式で表される. しかし図 5.7.4 に T で示すように，横波音波では応力は k に

垂直な断面内で変位の方向に働いている. これを剪断応力またはずれ応力という．当然

剪断応力は縦波音波に対する伸縮応力とは異なる強さを持つので同じ物体でも作用する

弾性率 K の値が異なり, したがって速度 c も縦波音波と横波音波は異なる値を持つ. 

ひずみと応力はどちらもテンソル量であり，これらをそれぞれ，[S]，[T]と表すと， 

]S][c[]T[ =                                         (5.7.11) 

で関係付けられる．ここで [c] は物体に固有の弾性定数の行列であり，やはりテンソ

ル量である. 物体の中を伝わる 1 つの音波に対する K はその物体のテンソル[c]で決ま

る. それぞれのテンソルの表し方を巻末の A.4 節で述べる. 均質で十分大きい多結晶ま

たは非結晶物体中の音波では断面積 S を不変とみなしてよい．このとき, 図 5.7.1 と

5.7.4 の変位を[S]で表してみれば, 縦波音波では要素 S1 のみ，そして横波音波ではひ

ずみの方向を y 方向として要素 S6 のみがゼロでない値を持つので, (A.4.5)式の[c]よ

り，縦波音波の K を与えるのは弾性定数 c11 であり，横波音波の K を与えるのは弾性定

数 c44 であることが分かる．他方，単結晶物体ではあらゆる物性量に方向性が出るので，

縦波か横波かだけでなく，音波の伝わる方向，すなわち波動ベクトルによっても K の

値が変る. その方向性もそれぞれの結晶の[c]によって決まる． 

一般に剪断応力は伸縮応力よりも小さい. 特に気体や液体では応力は体積変化か

図 5.7.4 横波音波における変位．

l

∆l

Tk
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ら生じるが，図 5.7.4 より分かるように横波音波では体積変化がほとんど起きないので，

剪断応力が伸縮応力に比べて極端に小さく，したがって横波音波はほとんど立たない. 

 

 

5.8 エコーと透過 

異なる材質の物体が平行な境界面を持って滑らかに接着しているとき, 境界面に音

波が入射すると一部は透過していくが反射される成分もある．このような反射と透過が

どのようにして起こるかを考えよう. ここでは便宜上境界の位置を x = 0 とし，図

5.8.1 のように，１つの平面波を境界面に垂直に入射させるものとする．ある時刻での

入射波，反射波，透過波の変位をそれぞれ，I(x)，R(x)，T(x) と表すと， 

 
xkIxI 1i

0e)( =                                 (5.8.1) 

xkRxR 1-i
0e)( =                                              (5.8.2) 

xkTxT 2i
0e)( =                                              (5.8.3) 

 

と書くことが出来る. この表式では媒質 1, 2 の中を右方向に進む音波の波動ベクトル

をそれぞれ k1, k2 としている．このとき反射波の波動ベクトルは - k1 である．まず，

境界 x = 0 で変位は連続であるから  

000 TRI =+                                        (5.8.4) 

図 5.8.1  2 種類の媒質の境界面での音波の反射と透過． 

媒質 1:ρ1,K1,c1 媒質 2:ρ2,K2,c2

入射波 I(x) 透過波 T(x)

反射波 R(x)
(エコー)



 72

でなければならない．この条件は時間にかかわらず成り立つので, 境界の両側で変位の

速度が等しいということも保証している．また，応力に目を向けて，前節の(5.7.5)式

で∆x → 0 としてみると F(x) → 0 であることから分かるように，媒質がひずむとどの断

面でも向きが逆で強さの等しい応力が両側に発生する. 向きが逆で強さが等しいのは 

作用・反作用の法則を表わしており，5.2 節で扱った弦の張力の場合もそうだったよう

に，物体中の応力の一般的な性質である．音波が立ったときは応力の強さが場所と時間

で振動的に変化している．ここで考えている２つの媒質の接合面でも事情は変らない.

したがって (5.7.3)，(5.7.4)式より 

02001 )(])()[( === ∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

xxx x
TK

x
R

x
IK                  (5.8.5) 

が成り立っている. (5.8.1),(5.8.2)および(5.8.3)式を代入するとただちに， 

0220011 )( TkKRIkK =−                             (5.8.6) 

が得られる. さらに反射と透過でω が変らないことを考慮し，k1 = ω/c1，k2 = ω/c2 を

(5.8.6)式に代入して書き換えれば，もう 1つの境界条件 

0
2

2
00

1

1 )( T
c
KRI

c
K

=−                                (5.8.7) 

が導かれる．このようにして得られた 2つの境界条件(5.8.4)式と(5.8.7)式より， 

1221

1221
00         , 

cKcK
cKcKIR

+
−

== ηη                       (5.8.8) 

1221

21
00

2        , 
cKcK

cKIT
+

== ϕϕ                        (5.8.9) 

として，反射と透過の係数が一義的に求まる. 係数 η と ϕ はそれぞれ，光の場合の反

射と透過のフレネル係数(Fresnel coefficient)に対応している．ここで，η, ϕ のどちらも

k,  ω に依存しないことは重要な意味を持っている．なぜなら，5.5，5.6 節のフーリエ

変換で見たように，実際の波はいろいろな(k,ω)の平面波の重ね合わせであるから，k

にも ω にも依存しないということは，(5.8.8)，(5.8.9)式が実際の波にも普遍的に適
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用できることを意味するからである．いま， 

n
K
K

cK
cKn

1

2

21

12 ==′  ， 
2

1
c
cn =                         (5.8.10) 

により n’ を定義すると， 

n
n

′+
′−

=
1
1 η  , 

n′+
=

1
2 ϕ                                (5.8.11) 

である． 

実例の 1 つとして空気中を伝わってきた音波がガラスに入射するときのη とϕ を

計算してみよう．1 気圧の空気では   K ≈1 ×10−4 GPa ,   c ≈ 300 m/sec ，ガラスでは

K ≈ 100 GPa,   c ≈ 5,000 m/secであるから， 0.1−≈η ， 5103 −×≈ϕ  となる．これより，空

気を伝わる音はガラスに当たるとほとんど完全に反射されることが分かる．物質によっ

て音速が異なる度合いよりも弾性定数の方が一般にはるかに大きく異なるので，エコー

の強弱は 2 つの媒質の弾性定数の比でほぼ決まり，比が 1 からはずれるほどエコーが強

いといえる．  

上の結果を電磁場の波動である光の場合と比較してみるのは興味深い．光では境

界面における電場と磁場についての電磁気学的な連続条件より，入射光の電場をEi，反

射光の電場をEr，透過光の電場をEtとして， 

Ei + Er = Et                                         (5.8.12) 

Ei − Er = nEt                                        (5.8.13) 

という境界条件が課せられる．ここで n は媒質 1 に対する媒質 2 の相対屈折率であり，

媒質 1 と媒質 2 の屈折率をそれぞれ n1，n2 とすると，(5.8.10)式で定義したように，n 

= n2/n1 = c1/c2である．これより直ちに音波の n’ を n で置き換えた形の 

nn
n

+
=

+
−

=
1

2      , 
1
1 ϕη                                (5.8.14) 

が導かれる．(5.8.12)式が(5.8.4)式に対応する電場の連続条件であり，一方，

(5.8.13)式は光の持つ磁場の連続条件から導かれる．光では磁場成分に対する境界条件

が光の速度だけで決まる点が音波と異なるが，数学的に(5.8.5)式と類似した微分関係

に由来する．そのため，音波と電磁波では伝わる物理量が全く異質であるにもかかわら

ずこのように酷似した現象を示す． 
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5.9 音響モード 

これまでは音波の波長が物体を構成する原子の結合距離とは比較にからないほ

ど長いものと考えてきた.しかし波長が短くなり，原子間距離と比べられるようにな

ると，音波の分散関係がどのようになるかを調べてみよう． そのためにここでは簡

単な微視的描像を導入する． 図 5.9.1 のように，質量 m の原子が一列に a の間隔

で並んでおり，各原子はバネ定数 f のバネで隣の原子と結ばれているとする．物質

では電子がバネの役割をしている．原子に番号をつけて l 番目の原子に着目すると，

平衡位置 xlからの変位に対する運動方程式は 

)2( 112

2

lll
l uuuf

dt
ud

m −+= −+                          (5.9.1) 

である．1 つの原子の変位は両隣の原子の変位を介してすべての原子についての連立方

程式となっている．その解は原子の集団的な運動を表しており，これが音波 

) (i
0e tkx

l
luu ω−=                                     (5.9.2) 

である．ul-1，ul および ul+1を上の運動方程式に代入し，xl − xl-1 = xl+1 − xl = a を考慮して

整理すると 

m
fak 2      ),

2
 (sin = 00 =ωωω                         (5.9.3) 

図 5.9.1 固体の微視的バネモデル． 

f f ff

a a

xl-1 xl xl+1

ul-1 ul ul+1

m m m

バネ定数

変位

質量

位置
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が得られる．この分散関係を描くと図 5.9.2 のようになる．固体物理学ではこの波動を

音響モードと呼んでいる．図 5.9.2 で横軸が負の領域を含めているのは，5.7 節の図

5.7.3 と同様，波動ベクトルの向きも考慮に入れたからである．横軸の値の上限と下限

を±π/a とする理由は 5.13 節で述べる．可聴音波または超音波は周波数で言えば上限は

ほぼ 1 GHz である．これに対して，多くの固体物質でω0 は 1012 ~1013 sec-1 のオーダー

である．周波数では 0.1~1 THz(テラヘルツ)であるから，物質中の音波の領域は超音波

の遥か先まで広がっていることが分かる． 

ω は原点から 

ka
m
f   =ω                     (5.9.4) 

のように，k とともに直線的に立ち上がる.可聴音波と超音波ではこの関係がよく成り

立っている．しかし k の増加につれて勾配が抑えられて直線からはずれて行き，k = 

±π/a で勾配は 0 になる．実際，(5.9.3)式のように単純な正弦曲線ではないが，多くの

結晶中の音波がこれによく似た分散関係を持っている．この事実は，音波の周波数が高

くなって波長が原子間距離と比べられる程度に短くなると音速がもはや一定ではなく，

k の増大につれて減少していくことを意味している．  

図 5.9.2  微視的モデルによる音波の分散関係． 

0

k
π/a- π/a

ω

ω0

可聴~超音波可聴~超音波 



 76

 

 

5.10 位相速度と群速度 

放送や通信では電波や光によって音声や画像などの情報が伝えられる. このよう

な高周波の波によって低周波の信号がどのように伝えられるかを考えてみよう．いま，

何らかの波動の分散関係において，k = k1 の近傍の k = k1 −δk からk = k1 +δk の範囲で

ω が )( 11 kkcg −+ω のように，kに対して直線的であるとしよう．ここで 

 

1kk
g dk

dc
=







=

ω
                              (5.10.1) 

である． kkk ′=− 1 と置くと，この k の範囲内の波動ベクトルを持つ平面波の集合 
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は 
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k

tcxktxk kdkstxf gδ
δ

ω )(i)(i e)(e),( 11                    (5.10.3) 

と書き換えることができる．このような，平面波の集合を波束という．ここで s(k) は

5.6 節で述べたように，考えている波束の波動ベクトルのスペクトルであり，波の形状

を与える．(5.10.3)式より，この波は高周波の平面波が低周波の平面波の波束によって

変調されたものと見なすことができる．さらに，低周波の変調信号は (5.10.1)式で与

えられる速度 cg で進むことが(5.10.3)式より分かる．この速度を群速度という．搬送

波自体の伝播速度は
1

1
k
ω

である．このような，個々の平面波の速度 ω/k = cpを位相速度 

といい，前節で述べた可聴音波や超音波では群速度と位相速度は互いにほとんど等しい.  

 しかし，ω に非直線的な分散があると cg は k に依存する．(5.9.3)式の音響モー

ドの場合，群速度は 

)
2

cos( kaa
m
fcg =                                   (5.10.4) 

で与えられる．これより，物質中の音波の群速度は k によって大きく変わることが分か

る．可聴音波または超音波では k << π/a であるから，よい近似で 
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a
m
fcg  =                                          (5.10.5) 

であるが，波長が短い極限の k ≈ π/a では 0≈gc となる． 

図 5.10.1.に変調を受けた波の一例を示す．この例では簡単のために )(ks ′ を実数

とし，信号が s(0)=1，s(±0.5k1/8)=0.3，s(±k1/8)=0.1 という相対強度を持った 5 つの変調

波成分から成っているとして，t = 0 での(5.10.3)式の実数部 Re[f(x, 0)]を描いた．矩形

波のフーリエ変換(5.5.6)式から予想されたように，この信号の波束は見かけ上パルス

的な波の繰り返しとなっている．波長の短い音波の場合のように cg < cp のときは時間が

経つにつれて搬送波の方が先に進んでいく． 

なお，巨視的な剛体モデルでは可聴および超音波の群速度が ρ
K で与えられた． 

したがって微視的モデルとの間に 

ρ
Ka

m
f

=                                        (5.10.6) 

という等式が成り立っている． 

図 5.10.1 搬送波と変調波． 

0 0.5 1 1.5k/k1

s(k)

 搬送波

変調波 群速度 cg

位相速度 cp

s(k)
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5.11 波の干渉性 -スネルの法則- 

前節では平面波が境界面に垂直に入射すると反射波と透過波も境界面に垂直な方

向に進むものと仮定して反射率と透過率を考察した．実際に観測される波が，波動ベク

トルがほぼ平行で位相もほぼ揃った平面波の集団であるのでこの仮定は正しく，それゆ

えすべて同じ軸の上を伝播する平面波として取り扱うことができた．しかし波が境界面

に斜めに入射したときには，反射波と透過波の波動ベクトルは入射波の波動ベクトルと

同一の軸にはならない．これは波動ベクトルがほぼ平行で位相も揃えた平面波の集団と

して波が反射され，また透過してエネルギーを伝えていくからである．これを可干渉性

(コヒーレンシー)という． 波のビームを構成している平面波のうちの任意の 2 つの平

面波について，可干渉性を満たすよう行程差を考慮して反射と透過の方向を描いたのが

図 5.11.1 の(a)と(b)である. 

図 5.11.1  波の反射(a)と屈折(b)． 
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これらの図より，反射波でも透過波でも，波束は任意の 2 点間の距離と行程差が

直角 3 角形を作る方向に進むことが分かる. これはホイヘンスの原理 (Huygens’ 

principle)の帰結に他ならない. 図 5.11.1(a)より反射では  

d sin i = dsinθ = c1t                                  (5.11.1) 

だから，よく知られた鏡面反射の関係式 

θ = i                                              (5.11.2) 

が得られる．また，図 5.11.1(b)より透過では 

d sin i = c1t， tcd  sin 2=θ                             (5.11.3) 

だから 

nc
c

i
1

sin
sin

1

2 ==
θ                                      (5.11.4) 

となる．これはスネルの法則(Snell’s law)として知られている． 

n は前節で述べた，媒質 1 に対する媒質 2 の相対屈折率である．透過波の進む角

度 θ  は入射波の角度 i と等しくならない．この現象が屈折である．n > 1 ならば屈折角

θ は入射角 i より小さいので 0° から 90° までのどのような i に対しても1つのθ が決ま

る．しかし，n < 1 の場合θ  > i である．sini = n を満たす入射角で  θ = 90o
となり，それ

以上の入射角ではスネルの法則を満たすθ が存在しない．すなわち， i ≥  sin−1 n  の入

射角では入射波は完全に反射される．この現象を全反射という． 

 

 

5.12 光の近接場スペクトロスコピー 

半導体は赤外または可視光に対して透明であり，しかも大きな屈折率を持ってい

る．例えば Ge と ZnSe の赤外屈折率はそれぞれ 4.0 および 2.4 である．これらの半導体

よりも小さい屈折率の物質または気体を接触させて半導体側から光を斜入射させると，

相対屈折率が 1 より小さいので境界面で全反射がおこる． このとき光は図 5.12.1 のよ

うに境界面に沿って外側にわずかにしみ出す．これを近接場という．境界面から外側へ

の距離を z とし，入射光の電気ベクトルを E0 とすると近接場の電気ベクトルは 

2
2

22
1 sin)/(2

0e nnz −−= θλπEE                             (5.12.1)  
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で与えられる．ここでλ は真空中の光の波長であり，θ は境界面での入射角である．ま

た n1, n2 はそれぞれ，半導体および外部の媒質の屈折率である．これより，しみ出す

深さは 

2
2

22
1

depth
sin2 nn

z
−

=
θπ

λ
                            (5.12.2) 

の程度である．zdepth は入射角と二つの媒質の屈折率に依存するが，光の真空波長よりも

小さい． 

光の全反射と近接場の性質を利用すると物質の表面状態をナノスケールで調べる

ことが可能である．このテクニックを近接場スペクトロスコピーといい，レーザー顕微

鏡や物質表面の物性研究に応用されている． 

 

 

5.13 波の回折 -ブラッグ反射- 

ホイヘンスの原理やスネルの法則の背後には波動の可干渉性の存在がある．この

可干渉性はまた，回折現象を引き起こす．図 5.13.1(a)のような，一定間隔の ”すの

こ” 状の隙間(スリット)から波を通過させたり，あるいは図 5.13.1(b)のように等間隔

の平行な溝を刻んだ板で波長λ の波を反射させると，次の干渉条件 

.......3 ,2 ,1 ,0  ,)sin(sin ±±±==− mmid λθ               (5.13.1) 

光

光速c1

光速c2>c1
近接場(Evanescence 

　　　 Field)

全反射光

図 5.12.1  近接場の概念図． 
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を満たすθ の方向に波束が進む．上式は隣り合うスリットまたは溝の間で波の行程差が

波長の整数倍となる方向に波が進むことを表わしている．いうまでもなくm = 0は通常

の直進または鏡面反射であるが， 1≥m の波ではθ ≠ iとなる．この現象を回折といい，

m を回折の次数という．θ < 0 を与える負の次数では波は後方へ回折する． 

現在の光スペクトロスコピーでは光の波長を弁別するための素子としてほとんど

の場合ホログラフィーとリソグラフィー技術によって作られた精巧な回折格子が用いら

れる．しかし多数の溝を完全な直線で等間隔に切ることは困難であり，また，どんな光

も可干渉性が完全ではない．そのため回折の次数が高くなるにつれて光の強度が低下す

るので，通常 1次か 2次の回折が利用される． 

結晶では原子が周期的に配列している．どんな結晶でも原子の配列を観察すると

等間隔にそろった同等な原子面の組み合わせを多数見出すことができる．それらのうち，

面間隔が d の原子面のセットを図 5.13.2 のように破線で示すと， 

2dsinθ = mλ   ,    m = 1, 2, 3, .....                    (5.13.2) 

を満たすように鏡面回折がおきることをブラッグ父子(Bragg, W. H. & W. L.)が示した．

これをブラッグ反射(Bragg reflection)という．図 5.13.1.(a)に示した ”すのこ” を 90˚

回転してみると，これは θ = -i の後方回折に対応することが分かる．ブラッグ反射で

は入射角をθ として，θ を慣習的に図 5.13.2 のように取るので，(5.13.2)式でもこのθ 

を用いて表した． 

ddd
ii

θθ

入射波

回折波

i iθ θ

入射波 回折波

回折格子(Grating)

ddd

図 5.13.1 すのこ(a)と回折格子(b)による波の回折． 

(b)(a)
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結晶の構造解析を行うにはブラッグ反射の観測が不可欠の手段であるが，

(5.13.2)式より明らかなように，2d より短い波長の光が必要である．結晶では d は

0.1-1 nm のオーダーであるため，光源には x 線が用いられる．  

ブラッグ反射は x 線だけでなく固体中の音波や電子波でも起こる．原子の配列面

に垂直に波が進むとき，(5.13.2)式より 

Bm
d λ=

2
 , m = 1, 2, 3 ....                      (5.13.3) 

の波長でブラッグ反射が起こり，このとき波動ベクトルが 

d
mk

B

π
λ

π 24
±=±=∆                                                  (5.13.4) 

だけ変化する．したがって，λB と同程度の短い波長を持った平面波 kxie  の波動ベクト

ルを 

k = ∆k + k’,   
d

k
d

ππ     '    ≤≤−                                      (5.13.5) 

と表せば分かるように，波長の短い音波や電子波の k = ∆k の成分 kx∆ie が周期 d で配列

した原子面によってブラッグ反射を受けると，それらは結局 

k = k’                                                                    (5.13.6) 

図 5.13.2  結晶の原子面によるブラッグ反射． 

θ θ

d

d

θ θ
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の波と同等に振舞う． 5.9 節の音響モードの考察で格子定数が a の１次元格子の音波

の分散を –π/a ≤ k ≤ π/a の範囲に限定したのはこのような理由のためである．固体

物理学ではこの k の範囲を第１ブリルアンゾーンと呼ぶ． 

 

 

 

 

********************************************************************* 

光音響(アコーストオプティクス)デバイス  超音波を使うとブラッグ反射と

同じ原理で人工的に光の回折を起こすことができる．光の波長と同程度の波

長を持つ超音波を固体中に発射しながら光を通すと超音波の疎密波によって

光が回折されて方向を変えるからである．これをラマン-ナス回折(Raman-

Nath diffraction)またはラマン-ナス効果といい，光と音波を組み合わせる光音

響(アコーストオプティクス)デバイスに応用されている． 

********************************************************************* 

  


