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多項式凸性と強い円板的性質

阿部誠∗

複素空間 X はつねに被約かつ第 2 可算とする．複素空間 X の開集合 D が
（正則）O(X )-凸とは，D 内の任意のコンパクト集合 K に対し，集合 K̂X ∩ D
がコンパクトなことである．ただし，K̂X は K の X における正則凸被を表
す．複素空間 X の開集合 D が X において強い円板的性質をもつとは，条件
「φ : ∆̄→ X が連続，φ|∆が正則，φ(∂∆) ⊂ D ⇒ φ(∆̄) ⊂ D」をみたすことである．
ただし，∆⊂Cは単位円板を表す．次の命題は容易に確かめられる．

命題 1 ([1, Proposition 1]). Stein空間 X の任意のO(X )-凸開集合D は X におい
て強い円板的性質をもつ．

系 2 ([1, Corollary 2]). Cn の任意の多項式凸開集合D は Cn において強い円板的
性質をもつ．

命題 3 ([1, Corollary 4]). Cnの開集合DがCnにおいて強い円板的性質をもてば，
Cn 内の任意の複素直線 Lに対し，共通部分D ∩Lは単連結である．

なお，複素空間 X，族F ⊂O(X )に対し，F |U が一様有界であるような X の開
集合U 全体の合併を B(F )，F が点 x で同程度連続であるような x ∈ X 全体の
集合を E(F )と書くとき，命題 1に関連し，次のふたつの事実がある．

定理 4 (Fuks [7, pp. 15–19], Tsuji [12], Abe-Tabata [4]). Stein 多様体 X の開集合
D について，次の 3条件は同値である．

(1) D はO(X )-凸である．
(2) 族F ⊂O(X )が存在して，D = B(F )．
(3) 族F ⊂O(X )が存在して，D = E(F )．

定理 5 (Abe-Furushima-Tsuji [3]). X を複素多様体とする．任意のF ⊂O(X )に
対し，B(F )と E(F )は X において強い円板的性質をもつ．

複素空間 X の開集合D が有理型O(X )-凸とは，D 内の任意のコンパクト集合 K
に対し，集合 K̃X ∩Dがコンパクトなことである．ただし，K̃X は，任意の f ∈O(X )
に対し f (x) ∈ f (K )をみたす点 x ∈ X 全体の集合であり，これは K の X における
有理型凸被とよばれる．

定理 6 ([1, Theorem 5]). Stein多様体 X の開集合 D が単連結かつ有理型 O(X )-
凸ならば，D は X において強い円板的性質をもつ．

系 7 ([1, Corollary 6]). Cn の開集合D が単連結かつ有理凸ならば，D は Cn にお
いて強い円板的性質をもつ．

次の西野領域DM は C2において有理凸である．

DM := {
(z, w) ∈C2 | 1 < |z| < M , |w | < 1

}
\ S，

ただし，M > 1，S := ∪
t∈[0,1]

{
(z, w) ∈C2 | (1− t ) z2 −2t z +w = 0

}
．
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命題 8 ([1, Proposition 8]). 任意のM > 1に対し，西野領域DM は C2において強
い円板的性質をもつ．

Nishino [9, 10]は，十分大きいM に対し DM は単連結であり，DM が単連結な
らば DM は多項式凸でないことを証明した．Duval [6]も単連結かつ有理凸であ
り，かつ多項式凸でない C2の開集合の例を与えた．ゆえに，次の定理を得る．

定理 9 ([1, Theorem 7]). n = 2のとき，系 2の逆は成り立たない．すなわち，Cn

において強い円板的性質をもち，かつ多項式凸でない開集合が存在する．

D とD∗を D ⊂ D∗なる Cn の Stein開集合とするとき，Bremermann [5]は，D
がO(D∗)-凸ならば，Cn 内の任意の複素直線 Lに対し，D ∩LはD∗∩Lに関して
ホモロジー的に単連結であることを指摘し，この事実の逆は正しいかという問題
を提出した．定理 9と系 3より，Bremermann [5]の問題（Ohsawa [11, p. 81]）
は，D∗ =Cn（n = 2）の場合にすでに否定的である．なお，Joiţa [8]もこの問題
に対する反例を与えた．
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