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２１

Stein多様体の領域上の正則直線束と因子

阿部誠∗

被約複素空間 D 上の Cousin-II分布 {(Ui ,mi )}i∈I の定める Cartier因子 dに対
し，コサイクル

{
mi /m j

} ∈ Z 1({Ui }i∈I ,O∗)の定める D 上の正則直線束を [d]と
書く．

定理 1. (X ,OX )を（必ずしも被約でない）純 n 次元 Cohen-Macaulay Stein空
間，D を X の開集合とし，次の 2条件を仮定する．

i) H k (D,OX |D ) = 0 （2 5 k 5 n −1）．
ii) D 上の正則直線束 Lが，標準的な準同型の合成

H 1(D,OX |D ) → H 1(D,O) → H 1(D,O∗)

の像に属するならば，D上の Cartier因子 dが存在して，L = [d]（ただし，
O := (OX /NX ) |D はD の被約複素構造層）．

このとき，D は任意の x ∈ ∂D \ Sing(X ,OX )において局所 Steinである．

定理 1とDocquier-Grauert [4]の定理より，次の定理を得る．

定理 2. X を n次元 Stein多様体とする．このとき，条件

H k (D,O) = 0 （2 5 k 5 n −1）

をみたす X の開集合D について，次の 4条件は同値である．

(1) D は Steinである．
(2) D 上の任意の正則直線束 Lに対し，D 上の正因子 dが存在して，L = [d]．
(3) D 上の任意の正則直線束 Lに対し，D 上の因子 dが存在して，L = [d]．
(4) D 上の位相的に自明な任意の正則直線束 Lに対し，D 上の因子 dが存在

して，L = [d]．

系 3 (Abe [1, Theorem 3]). X を 2次元 Stein多様体とする．このとき，X の開
集合D について，定理 2の 4条件は同値である．

系 4 (Ballico [3, Theorem 1]). X を Stein多様体，φ : X →RをC 2級弱 2-凸関数
（Andreotti-Grauertの意味）とする．このとき，開集合D := {

φ< c
}
（cは定数）

について，定理 2の 4条件は同値である．
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命題 5 (Abe [1, p. 272]). X を dim X = 3なる Stein多様体，Aを codim A = 3な
る Sの解析的集合，D := S \ Aとする．このとき，D上の任意の正則直線束 Lに
対し，D 上の正因子 dが存在して，L = [d]．

∆を単位円板として，M :=∆2 \ {(0,0)}，Uν :=∆2 \ {zν = 0}（ν= 1,2）とおく．

補題 6. 関数 h ∈ O(U1 ∩U2)の (0,0)における Laurent展開が czr1
1 zr2

2 （r1 < 0,
r2 < 0, c ̸= 0）の形の項をもてば，eh ∈O∗(U1 ∩U2) = Z 1({U1,U2} ,O∗)の定める
M 上の正則直線束は自明でない．

補題 7 (Ballico [2, Remark 1.4]). M 上の正則直線束 L に対し，次の 2条件は同
値である．

(1) Lは自明（holomorphically trivial）．
(2) M 上の因子 dが存在して，L = [d]．

定理 1の証明は，n = 2の場合，補題 6, 7に基き，Kajiwara-Kazama [6]の方法，
Grauert-Remmert [5]の定理，Leviの拡張定理（Kajiwara-Sakai [7]）を用いる．
なお，X =Cn の場合に限定すれば，Lelong [8]の定理により，証明は相当に簡
略化できる．
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