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研究成果の概要（和文）：ディリクレ形式とマルコフ過程による解析の立場で、幾何学的な特異

空間上の解析学や幾何学可能性を展開した、特に調和写像や（劣）調和関数の性質の導出を中

心に研究を行なった。成果のいくつかは前回の基盤研究(C)16540201 の研究成果を進展させる

ものである。副産物としてマルコフ過程論の研究領域においてもいくつかの研究成果を得るこ

とに成功した。

研究成果の概要（英文）： In view of the theory of Markov processes and Dirichlet forms,
we investigate geometric singular spaces. In particular, analysis on harmonic maps and
(sub-)harmonic functions is the main aim of this research. Some of our results extend
the previous results of the research supported by Grant-in-Aid for Scientific Research
(C) No. 16540201 from Japan Society for the Promotion of Science. We also obtain some
results on the theory of Markov processes as a byproduct.
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１．研究開始当初の背景

1960年代、J.Eells-J.H.Sampson に始まっ

た滑らかのリーマン多様体間の調和写像の研

究は微分幾何学の主要な研究対象の１つであ

り、現在も活発に研究されている。また英国

Warwick大学W. Kendall 氏により伊藤の確率

解析を用いた調和写像の研究が1990年代に提

起され目覚ましい研究成果がなされてきた。

一方でリッチ曲率や断面曲率を一様に下か

ら評価したリーマン多様体のある族のグロモ

フ・ハウスドルフ収束の極限の空間はもはや
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一般には滑らかな多様体にならず、特異点と

呼ばれる微分不可能な箇所が出現する。しか

も場合によってはそのような特異点がいたる

ところ稠密になるような場合もあり得る。断

面曲率が一様に下から評価された場合のグロ

モフ・ハウスドルフ収束の極限の空間はアレ

キサンドロフ空間と呼ばれる幾何学的対象の

一例になる。そのような空間の間の調和写像

の研究はリーマン多様体の領域からの調和写

像に関する Gromov-Scheon や Korevaar-

Schoen 等の研究を起点としていくつかなさ

れてきた。またリーマン多面体と呼ばれるリ

ーマン多様体を単体とした単体的複体からそ

の よ う な 空 間 へ の 調 和 写 像 の 研 究 も

Eells-Fuglede の著書や Fuglede の研究で

なされてきた。

しかしながらこれらの研究は基本的には写

像の定義域であるリーマン多様体の滑らかな

微分構造に依存しており、定義域、値域がと

もに幾何学的に特異な空間の間の調和写像の

研究とは言いがたい面がある。

研究代表者はディリクレ形式と対称マル
コフ過程の理論の幾何学への応用というテ
ーマに向けて、その都度対象を絞りながら
種々の関連する問題を研究してきた：２００
１年のアレキサンドロフ空間上のディリク
レ形式と熱核の構成の研究、２００３年には
アレキサンドロフ空間からの写像のエネル
ギーの校正の研究とグロモフ・ハウスドル収
束に準拠したディリクレ形式とそのスペク
トル構造の収束の研究、２００８年には非線
形エネルギー汎関数の変分収束の研究など
を発表してきた。またそれらの研究に触発さ
れ、きっかけとなって、マルコフ過程の確率
解析の理論の研究が進展した。その成果は例
えばマルコフ過程の細位相の連結性に基づ
く強最大値原理の確立という形で最近のア
レキサンドロフ空間での位相的分裂定理の
証明という形でフィードバックされた。
これらの実績を踏まえて幾何学的に特異な

空間からの調和写像をマルコフ過程論の立
場から研究を進展させようと考えたのが本
研究の具体的な動機である。

２．研究の目的
本研究の大きな目標は対称マルコフ過程に
対応するディリクレ形式という解析的概念
に基づいてアレキサンドロフ空間やグロモ
フ・ハウスドルフ収束による極限空間といっ
た幾何学的な特異空間の間の調和写像の性
質の解明を模索することである。また調和写
像だけではなく調和関数や劣調和関数の解
析的性質をディリクレ形式の視点から解明
することを視野にいれた。

３．研究の方法

マルコフ過程の一般論は１９５０年代後半
か ら １ ９ ６ ０ 年 代 に か け て Hunt,
Blumenthal-Getoor 等によって整備された。
福島正俊と Silverstein は１９７０年代に
おいてディリクレ形式というポテンシャル
論に根ざした解析的概念と対称マルコフ過
程の対応に着眼して研究成果を生み出し、そ
れは１９８０年代からフラクタル集合上の
ブラウン運動や無限次元空間上の確率過程
といった伊藤の確率微分方程式では扱えな
い対象に目覚ましい応用がなされてきた。そ
のような背景を踏まえてマルコフ過程やマ
ルコフ連鎖という確率論的な概念に立脚し
て幾何学的な特異空間上の解析と幾何学を
行なうのが本研究の主たる特色である。具体
的には年に一回「確率論と幾何学」の研究会
を 2007年度に熊本大学,２００８年度にお茶
の水大学、2009 年度に京都大学にて開催し、
関係する研究者と情報交換ならびに研究発
表を通して問題解決の糸口となるアイディ
アを模索していった。逆にそのような研究成
果を動機としてマルコフ過程論の研究を促
進するのも副次的な特徴である。

４．研究成果
多岐にわたる成果の中からいくつかを挙げ
て行く。
（１）直径がπ/２未満の CAT(1)空間上の
Jensen の不等式の成立を示した。ここで
CAT(k)-空間とは測地空間で与えられた測地
三角形と同じ辺の長さをもつ定曲率 k の空
間内の測地三角形と比較してやせているこ
とで定義される幾何学的対象を指す。このよ
うな空間はM.Gromov の1987年の双曲群に関
する論文で３人の著名な微分機科学者
E.Cartan, A.D Alexandrov, V.A. Topogonov
の頭文字を並べて名称が提起された：
①定理 （Y、d）を直径がπ/２未満の CAT(1)
空間とする Y 上の確率測度 μの重心 b(μ)
と上半連続な Y 上の凸関数φに対して

φ(b(μ))≦∫φ(x)μ（dx）
という Jensen の不等式が成立する。♢
CAT(0)空間上において Jensen の不等式が成
立することは Eells-Fuglede のリーマン多
面体からの調和写像に関する著書において
初めて明示された。これは CAT 空間上に値を
とる調和写像と凸関数との合成が劣調和関
数になることを示す上で重要な不等式であ
り、これを使うことによって次の Liouville
型定理を導出できる：
②定理 保存的なマルコフ連鎖が定義され
た空間から直径がπ/２未満の CAT(1)空間に
値をとるマルコフ連鎖に基づいた調和写像
において。マルコフ連鎖による有界な調和関
数が定数に限れば、有界な調和写像も定値写
像に限る。♢
（２）“リッチ曲率が非負かつ次元が一様に



上に有界”に相当する条件を許容する重みを
伴ったアレキサンドロフ空間上の位相的分
裂定理が成立することを示した。ここで“リ
ッチ曲率が一様に≧K かつ次元が一様≦ N”
を満たす空間とは測度縮小性(MCP(K,N))と
呼ばれる条件で最適輸送問題(モンジュ•カ
ントロヴィッチ問題)に由来する曲率次元条
件 CD(K,N)と呼ばれるものよりは弱い概念
である。MCP(K,N)と CD(K,N)は、次元が Nの
完備滑らかなリーマン多様体の場合にはリ
ッチ曲率≧K と同値であることが知られてい
る。また位相的分裂定理とは空間が直線を包
含すればそれは１つ次元の低い空間と直線
との直積の形と位相同型という主張である。
またそれに付随してそのような空間上のラ
プラシアンの比較定理を非常に一般的な設
定で得た。副産物として熱核の比較定理やデ
ィリクレ条件下のラプラシアンの固有値の
比較定理、ブラウン運動の非確定などがアレ
キサンドロフ空間の場合に得られる。さらに
アレキサンドロフ空間の特異生が弱いとき
には同じ条件下で等調的分裂定理が成立す
ることを示した。ここで特異生が弱いとは特
異集合が閉集合でその外側では Bakry-Emery
のリッチテンソルが非負のリーマン多様体
になるということである。
（３）n 次元アレキサンドロフ空間において
曲率下に有界の概念から n次元ハウスドルフ
測度が測度縮小性(MCP)条件を満たすことを
厳密に明示した。この事実は早くから正しい
ものとして認識されていくつかの文献で述
べられていたが、その証明が完全でなかった
ことからきちんとした証明を明示した。
（４）マルコフ過程のフェラー性や強フェラ
ー性が乗法的汎関数で変換した(必ずしもマ
ルコフ的でない)半群に対して保存されるか
どうかについての K.L.Chung の結果を改良
する結果を得た。
（５）対称マルコフ過程に対応するディリク
レ形式の摂動によって得られた確率論的表
示による半群の強連続性について以前の研
究成果を改良する結果を得た。
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