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三角形と円から決まるある点についての研究
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InthispaperweprovethatfOranytriangIeABCandanyci1℃lewhichintersectsthelineBC(ｒｅｓｐＣＡｏｒ

ＡＢ)ａｔＢｌ,Ｇ,(resp.Ｃ,,Ａ２,ｏｒＡ１,Ｂ２),letA｡(respBoorC.)bethecenterofthecirclethroughA,Ａ１,Ａ２(resp，

B,Ｂ,,Ｂ２ｏｒＣ,Ｃ1,Ｇ),thethreeperpendicuIarlinesfromＡ・(respBoorC｡)ｔｏＢＣ(resp・ＣＡｏｒＡＢ)intersect

atonepoint・Moreoverwestudysomepropertiesofthisintersectionpoint．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：elementarygeometry,triangle,cilCle,perpendicularline

三角形の外心をＡ･’三点Ｂ,Ｂ,,Ｂ２からなる三角形の外

心をＢ’’三点Ｃ,Ｃ,,Ｇからなる三角形の外心をＣ】とす

ることとき，Ａ゜,Ｂｏ,Ｃ･からそれぞれ辺ＢＣＣＡ,ＡＢ

におろした３垂線は１点Ｘで交わる．

１．はじめに

三角形から決定される円として９点円（三角形の辺

の３つの中点，３垂線の足，垂心と３頂点との中点の

9点を通る円）が存在し，その中心はオイラー線上の

外心と垂心の中点にあり,３辺と一般には２点で交わっ

ている．

これに比べて，あまりよく知られているわけではな

いが任意の三角形に対して決まる円としてTaylor円
と呼ばれるものがある（[1,3])．

この３垂線が交わる点Ｘは，３直線の交点ＡＢＣ

と直線と円とのどの交点を選ぶかによって８通りの可

能性があり，それらの８点の間には以下のような性質

が成り立つ．

定理2．定理ｌで３直線において円との交点の選び方

によって３垂線の交点は８点からなる．これらの点は

円の中心と三角形の垂心との中点Ｊを中心に対称な２

つの平行四辺形の頂点となる．

定理（Ikhylor)．任意の三角形ＡＢＣに対して，頂点

A,Ｂ,Ｃから対辺に下ろした垂線の足をＤ,Ｅ,Ｆとする．

Ｄを通りＢＥＣＦに平行な直線と辺ＣＡ,ＡＢとの交点を

D１，，２とする．Ｅを通りＣＥＡＤに平行な直線と辺ＡＢ

ＢＣとの交点をＥ,,Ｂとする．Ｆを通りＡＤ,ＢＥに平行

な直線と辺ＢＣＣＡとの交点をＦ,,Ｈとする．このとき，

６点Ｄ１，，２，Ｅ,,Ｅ2,Ｆ,,Ｅは同一円周上にある．

一般に，最初の三角形内の任意の点を，この三角形

と円から決まる３垂線の交点Ｘとするように，円を選

ぶこともできるかどうかは，未解決の問題である．

これも各辺に三角形から決まる２点があいそれを

通る円の存在を示している．尚CKimberlingのリス
ト（[3]）には389番目の心として記載きれている．

この論文では,３直線と各々２点（1点に退化する場

合を含めて）で交わる円を任意に取るときに三直線か

らなる三角形と円とから決まる点について考察する．

一般に次の定理が成り立つ．

更に最初の円を特別な円に制限した時，これ等の

点Ｘの様相を調べてみた．

定理３．円が内心を中心とする円のとき，定理1,2か

ら決まる点は２点となり，内心と垂心の中点Ｊと外心

ｏを通る直線上にある．

定理４円が1つの頂点を通り1つの直線に接するよ

うに動くとき，三角形と円から決まる点ｘは，交点と

頂点の選び方の自由度から４点に退化し，２つの点は，

ある放物線上を動き他の２点は，ある半直線上とあ

定理１．任意の三角形ＡＢＣに対して，ある円が直線

ＢＣとＢ,,Ｇで交わり，直線ＣＡとＣｌ,Ａ２で交わり，直

線ＡＢとＡＩ,Ｂ２で交わるとき，三点Ａ,ＡＩ,Ａ２からなる

(11）
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る直線上を動く． が成立つ．

(Ａｑ)２－(QcB)2＝ＡＢ(AA1-B2B)となることは,以下

のような式変形から明らかである．

（AQc)２－(ｑＢ)2＝(Ａｑ＋ｑＢ)(AQo-QcB）

＝ＡＢ(AAl＋(AIB2)／２－(AIB2)／２－Ｍ）

＝ＡＢ(AA1-B2B）（１）

同様に，

（Ｂｑ)２－(QC)2＝ＢＣ(BBI-C2C）（２）

（CQb)２－(QbA)2＝ＣＡ(CCI-A2A）（３）

従って，

(1)＋(2)＋(3)＝0．

また，これ等の点ｘの振る舞いについてのいくつか

の予想を述べる．

2．定理１の証明

まず，次の補題を準備する．

補題．三角形ＡＢＣにおいて３直線ＢＣＣＡ,ＡＢ上にそ

れぞれ点ＵＭＷがあるとき，これら３点でそれぞれ

の直線に立てた垂線が１点で交わるための必要十分条

件は，

ＡＷ２+ＢＵ２+ＣＶ２=ＷＢ２+ＵＣ２+VＡ２．

である．

以下では，

(BA3)２－(AjC)2＋(CB3)２－(B3A)2＋(AC])２－(ＧＢ)２

(＊）＝Ｏ

を示す．従って補題から定理１が導かれる．

まず,(AoC)2は以下のように変形できる

（AOC)2＝(ACD)2＋(DC)２

＝(AoA2)２－(A2D)2＋(ＣＡ－ＡＤ)２

＝(ACA)２－(A2A)2／４＋(ＣＡ－(A2A)／2)２

＝(ACA)2＋(CA)２－ＣＡＡ2Ａ

(A､B)２も同様に

（ACB)2＝(ACA)2＋(AB)２－ＡB･AAI

となる．

三平方の定理から，

(BA3)２－(A3C)2＝(AoB)２－(AoC)２

となり，

(BAh)２－(AhC)2＝(AoB)２－(AoC)２

＝((AoA)2＋(AB)２－ＡBAA,）

－((A､A)2＋(CA)２－ＣＡ･Ａ２A）

が得られる.同様に，

（CBh)２－(BhA)２

＝((Ｍ)2＋(BC)２－ＢＣＢＢ,）

－((BoB)2＋(AB)２－ABB2B）

と

（ACh)２－(ChB)２

＝((COC)2＋(CA)２－CACCI）

－((COC)2＋(BC)２－BOC2C）

が示され，

(4)＋(5)＋(6)＝－((1)＋(2)＋(3))＝Ｏ

となり,上記の示すべき式(＊)を得る．

この補題の証明は，三平方の定理を使えば比較的容

易にできる（[2])．

ここで以下の定理１を証明する．

定理1．任意の三角形ＡＢＣに対して，ある円が直線

ＢＣとＢ,,Ｑで交わり，直線ＣＡとＣｌ,Ａ２で交わり，直

線ＡＢとＡＩ,Ｂ２で交わるとき，三点Ａ,Ａ１,Ａ２からなる

三角形の外心をＡ･'三点Ｂ,Ｂ,,Ｂ２からなる三角形の外

心をＢ･’三点Ｃ,Ｃｌ,Ｇからなる三角形の外心をＣ･とす

る．このとき，Ａ゜,Ｂｏ,Ｃ･からそれぞれ直線ＢＣＣＡ，

ＡＢにおろした３垂線は１点Ｘで交わる．

定理１の証明．図のようにＡｏ,Ｂｏ,Ｃ・から辺ＢＣＣＡ，

ＡＢに下ろした垂線の足をＡｈ,Ｂｂ,Ｃｂとし，Ａ･から辺

ＡＢに下ろした垂線の足をＤとする．また，BlQ

CIA2,Ａ１B2の中点をｑ,Ｑｂ,ｑとする．

Ａ

(4)

(5)

(6)

定理１は,３直線が一般の位置に与えられているとき

に，３直線に交わる任意の円に対して，ある点Ｘが対

応することを述べている．ここで，その逆に，任意の

点に対して円が決まるかという問題が生じるが，未解

決である．

ここで，Ｂ,Ｑ,CIA2,Ａ,B2は最初の円の弦なので，そ

の中点Ｑ,,ｑ,。cから各辺に立てた垂線は円の中心Ｑ

で交わる．補題によって，

(AQc)2＋(Ｂｑ)2＋(CQb)2＝(QcB)2＋(ｑＣ)2＋(QbA)２



1３三角形と円から決まる点

予想１．与えられた三直線と平面上の任意の点Ｘに対

して，ｘを定理１の３垂線の交点とするような円が存

在する．
、

3．定理２の証明

ここでは，まず具体例を考察する．

円が外接円の場合は，三角形の頂点以外の円と辺と

の交点も同じ頂点として取る場合は,３点が１点に退化

し，その外し､は頂点なので，３垂線の交点Ｘは垂心と

なる．三角形の頂点以外の円と辺との交点を他の２頂

点とする場合は，どの３点の組も三角形の頂点となり，

その外心は本の三角形の外心と一致するので，その３

垂線の交点も外‘し､となる．それ以外の３点の選び方全

てに対して，どれかの組が退化して頂点と一致するか，

どれかの組が３頂点となり外心となるが，合計８組あ

る．（頂点と同じ交点を１つだけ選ぶときは，その外

接円を極限操作によって決定する必要がある.）

円が内接円の場合は，辺との交点は接点１点に退化

しているので，三角形の頂点以外の円と辺との交点と

の選び方の自由度はなくなる．頂点と接点から決まる

3つの円は全て内心で交わり，本の三角形の頂点と内

心との中点がその外心となり，それらの３点からの３

垂線は本の三角形の内心と垂心との中点Ｊで交わる．

最初の円が９点円のとき,９点円の中心と垂心との中

点Ｊはオイラー線上にあり，３垂線の交点Ｘは全てオ

イラー線上にある．

最初に，円と三角形との交点と三角形の頂点ででき

る三角形（例えばＡ,Ａ,,Ａ２）の外心Ａ･は，ＡＩ,Ａ２の選

び方によって，４通りの点になりそれらの点は平行四

辺形の頂点をなすことを示す．三角形AA2B2の外し､を

AP，三角形AB2Clの外心Ａｑ，三角形ＡＡ,C,の外心を

Ａ，とする．

このとき，辺ＡＣ(AA2,ＡＣ,）と線分Ａ･APとＡｑＡは

直交するまた，辺ＡＢ（AＡ１,AB2）と線分Ａ･Aqと

APAは直交する．従って四辺形AoApAqA『は平行四辺

形となる．

頂点Ｂ,Ｃのまわりでも同様に，新たな外心Ｂｘ,Ｃ(ｘ

＝ｐ,ｑ,r）を取り，四辺形BoBpBqBと四辺形Ｃ･CpCqC
も平行四辺形となる．

Ａ

ここで三角形と円から決まる８点の形状に関して以

下の定理２を証明する．

定理2．定理１で３直線において円との交点の選び方

によって３垂線の交点は８点からなる．これらの点は，

円の中心と三角形の垂心との中点Ｊを中心に対称な２

つの平行四辺形の頂点となる．

Ｂ

3垂線の交点は，勿論,２つの垂線の交点で決定される

ので,２つの四辺形AoApAqA”Ｂ・BpBIBr,が共に三角形の

2辺に直交する辺を持つ平行四辺形であることから，

それらの頂点から三角形の各辺へ下ろした３垂線の交

わる点は図のように平行四辺形ＸＹＺＷＸ１ＹＩＺＩＷＩの８

個の頂点からなる．ここで，頂点Ａを用いる外し､が，

APのときは，三角形の辺ＡＢと円との交点としてＢ２を

使っているので，頂点Ｂを用いる外心としては，辺

ＡＢ城の交点としてＡ１を用いる，ＢｑとＢｒの場合だけで

あり，他の場合も同様に決まっていることを注意して

おく．

定理２の証明．ここでは，混乱を避けるために３直線

と円との交点を三角形の辺上で交わる場合に限り，２

交点の名前を辺ＡＢ上では，頂点Ａに近い方をＡＩ,頂

点Ｂに近い方をＢ２と固定することにする．

次にこの三垂線の交点からなる２つの平行四辺形が，

初めの円の中心Ｑと垂心Ｈの中点Ｊを中心として点対

称になることを示す．
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線は１点で交わることは一般には期待できない具体

例を以下に示す．

ｌ）交点の一つを頂点の対辺上にある交点から選ん

だ場合
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瞳FliiiiiI1iまず，四辺形AAoQAqが平行四辺形になることを示す．

図のように点Ａ,から辺ＣＡＡＢに下ろした垂線の足を

、Ｅとし，Ａｑから直線QQb,QQcに下ろした垂線の足

をＤ,,Ｅ,とし，辺ＣＡ,ＡＢに下ろした垂線の足を、,Ｅ２

とする．

このとき，

D2Qb＝(AC,)/２－(A2C,)/２＝(AA2)/２＝ＡＤ＝ＡＩＤ，

となり，同様にＡＥ=AqElも示される．従ってＡＡＱＡｑ

は平行四辺形となり，同様にＢＢＱＢｑとCCQCqも平

行四辺形となる．

最後にＸとＸ,の中点が円と垂心との中点Ｊと一致す

ることを示す．

Ａ

三角形ＡＣＩＣとBAIA2とＣＢ,B2の外心をそれぞれＡ蕊，

Ｂ，ｃとおく．Ａｓ，Ｂｓ，ＣからそれぞれＢＣＣＡＡＢ

におろした垂線を1,ｍ,ｎとおくそれらの交点を

ｌｎｍ=Ｃ,ｍｎｎ=Ａ,ｎｎｌ=B，

とおく．最初の円は原点を中心にした半径が５の円と

し，交点を

Ａｌ(０５),Ａ２(5,0)Ｂ,(-5,0),Ｂ２(-3,4),Ｃｌ(3,-4)，

Ｃ(0,-5）

となるように選ぶと，三角形の頂点の座標は

Ａ(9,8),Ｂ(-15/2,5/2),Ｃ(5/3,-20/3）

となる.このとき,３つの外心の座標は

Ａ,(－２，６),Ｂ(－１５/8,-15/8),Ｃ(10/９，－５/9）

となり，３垂線Ｌｍｎの交点は

Ａ(161/72,-283/72)Ｂ[(-47/36,241/36)，

Ｃ(-173/2419/24）

となって1点では交わらない．

この’例を含めて５２種類

（(２０)－(２０)－４．２．３－３－２＝90-24-3-2＝61,

61-8-1＝52）

が以下に示す１つの例を除いて，一般には３垂線が

１点で交わらない

２）２交点とも対辺上の交点とした場合

図のようにＡ,Ｂからの垂線の足をＨ１,Ｈ２とする．四

角形AAoQAqが平行四辺形であることからＡｈＨ,＝ＱＡ３

となり，四角形ＡＡＱＡｑが平行四辺形であることから

AhH,=ＱＡとなる．従ってXHXlQは平行四辺形とな

る．ＪはＨと。の中点であるので，ＪはＸとＸ,の中点

ともなる．

同様に，ＪはＹとＹ１との中点であり，ＺとＺ,の中点

でもあり，ＷとＷ,の中点でもあることが示きれ,2つ

の平行四辺形ＸＹＺＷとＸＩＹ,Ｚ１Ｗ１はＪを中心に点対称

となる

Ａ

〉

‐‐Ｉ‐｝１〉‐

、、一
、へ←｜

、
、
．
記三角形の頂点と他の２点（3直線と円との交点）の

選び方を，定理ｌの指定とは異なり，以下のように代

えたときは，その３点の組から決まる外心からの３垂

／
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三角形ＡＢＩＧ,ＢＣＩＡ１,ＣＡ,B2の外心をそれぞれＡ,Ｂｉ,Ｃ

とおく．

ＡｌＱＬＢ,C2,Ｂ１Ｑ－ＬＣＩＡ２,ＣＱ１Ａ１Ｂ２

であるので，ＡＩ,Ｂ１，ＣからそれぞれＢＣＣＡ,ＡＢにお

ろした垂線は１点Ｑで交わる．しかし各円は頂点を

通らなくても１点Ｑに交わるので，定理１，２の３垂

線の交点とは少し性質が異なるため定理1,2からは除

いている．

Ａ

４点Ｘの挙動
、

、

ここでは，円をoneparameterで変化させた時に三
角形と円から３垂線の交点として決まる点Ｘがどのよ

うに変化するかを調ぺる．

内接円と外接円の半径をそれぞれr，Ｒとおく円の

半径がｒより大きい場合を考察する．

－－Ａ

円が三角形の３頂点を通るとき，即ち外接円のとき

は，すでに２章で考察した２頂点を通る場合，円は

oneparameterの自由度をもって変化するが，円と３角

形から決まる点ｘの一つは，垂心に固定されている．

円の中心を内心とし，その半径を内接円の半径から大

きくしていったとき，以下のような結果が得られる． （

定理３．（１）円が内心を中心とし，半径を内接円から

大きくしていったとき，定理1,2から決まる８点のう

ち，各頂点が選ぶ２交点を全て頂点の近い方としたと

きの三垂線（A､,Ｂｏ,Ｃ１から下ろした垂線）の交点Ｘと，

全て遠い方にしたときの三垂線（Aq,Ｂｑ,Ｃｕから下ろし

た垂線）の交点Ｘ１は，内心Ｉと垂心Ｈの中点Ｊと外心

Ｏを通る直線上を動く．

（２）円が内心を中心とし，半径を内接円から大きく

していったとき，その他の三垂線の交点ＹＹＩ,Ｚ,Ｚ１，

Ｗ;Ｗ１もＪを端点とした半直線上を動く．

～＿しｌｌＬ－－

実数t，ｓをＡ１Ｌ＝ＬＢ２＝し（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ)/２＝

sとおき辺ＣＡの長ざをｂとおくと，

（B,LJ2＝(ＩＢ,)２－r2＝ｔ２とＢＬ=ＢＬ＝ｓ－ｂ

とから

ＢＢ，＝ＢＢ２＝ｓ－ｂ－ｔ

となり，

ＢｏｅＢＧが得られる．ここで，三角形BB1B2の外接円

と線分ＢＩとの交点をＦとすると，△ＢＢ２Ｆと△BLIが

相似であることから，

ＢＦ/BI＝ＢＢ２/ＢＬ＝(ｓ－ｂ－ｔ)/(ｓ－ｂ）

ＢＦ＝ＢＩ(１－t/(ｓ－ｂ)）

と表され，

ＢＢ.=ＢＦ/２＝(BI/2)(１－t/(ｓ－ｂ)）

が得られる.更に，

BoBi＝ＢＢｉ－ＢＢ｡=ＢＵ２－(BI/2)(１－t/(ｓ－ｂ)）

＝(BI/2)(t/(ｓ－ｂ)）

が成り立つ．ここで，ＢからＩを通る直線の延長上と

外接円との交点をＫとする．また，どＡ]ＢＣ＝β，

どＡＣＢ＝γとおくと，

とKCI＝二ＫＣＡ＋二ＡＣＬ＝β/２＋γ/２，

とＫＩＣ＝どIBC＋どICB＝β/２＋γ/２

より，ＫＩ＝ＫＣが示される．更に

ＢＤＫ＝ＢＫ－ＢＢ｡＝ＢＩ＋ＫＩ－ＢＢＤ＝ＢＩ＋ＫｌＣ－ＢＢ`、

＝ＢＩ＋ZRsin(β/2)－(BI/2)(１－t/(ｓ－ｂ)）

勿論，傍心を中心とする円の場合も同様の結果が得

られる．

定理３（１）の証明．内接円のときは３直線との交点は

3つの接点となり，図のようにその接点をＬ，Ｉｂ，Ｌと

する．

頂点Ａと内心Ｉとの中点Ａｉは三点ＡＩｂ，Ｌを通る円

の中心と一致しするので，Ａから下ろした垂線は，内

心Ｉと垂心Ｈの中点を通る，頂点Ｂと内心の中点に対

しても同様のことが言えるので，三垂線の交点Ｊは

内心Ｉと垂心Ｈの中点と一致する．
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＝２Rsin(β/2)＋(BI/2)(１＋t/(ｓ－ｂ)）

が得られる．ＡからＩを通る直線の延長上と外接円と

交点をＬとすると，

Ｂｋ/Ｍｉ＝(2Rsm(β/2)＋(BI/2)(l＋I/(s-b)))／

（(BⅢ)(V(s-b))）

＝ｌ＋(ZRsin(β/2))/((BIn)(t/(s-b)))＋(s-b)/ｔ

＝ｌ＋(2RsM)/t＋(s-b)/t＝１＋b/t＋(s-b)/ｔ

＝ｌ＋ｓ/ｔ

＝ＬＡＪＡｏＡｉ

となる．従って，ＡＩ，Ｂ・からの垂線の交点Ｘは直線１

J上にある．

となる．Ｂｉの座標はＢｉ((b,＋１)/2,ｂ/2）

で，直線ＢＢ,,の方程式は

（bl-l)x＋b2y-((b,)2＋(bJ2-1)/2＝Ｏ

となり，計算によってＢ,(bpI，bp2）の座標は，

bp,＝１/２＋(ｓ－ａ＋t)((b,)2＋(b2)2)/(2c)，

bp2＝((b,)２＋(ｂ２)２－b,)/(Zb2)－((b,)2＋(b2)2)(s-a＋t）

(１－b,)/(2c）

と表される．

同様にＣ(ｃｒＬｃｒ２）の座標も，

ｃｒ,＝(l/２＋(ｓ－ａ＋t)((c,)2＋(c2)2)/(2b)，

Ｇ１＝((c,)２＋(ｃ２)ｚ－ｃ,)/(Zc2）

－((c,)2＋(cJ2)(ｓ－ａ＋t)(１－ｃ,)/(2b）

となる．直線ＣＷの方程式は，

ｂＩｘ＋ｂ２ｙ－ｂ,/Ｚ－ｂ２(ｂ２－ｃ,)/(Zc2）
－ｂ(ｓ－ａ＋t)(bl-bz＋ｂ２ｃ,)/２＝Ｏ

とな}Ｌ

ｓ－ａ＋ｔ＝ａｏｘ＋ｂｏｙ＋ｃ・

の形で表される．

同様に直線ＢｐＷの方程式も

ｃ,ｘ＋ｃ２ｙ－ｃ,/２－ｃ２(ｃ２－ｂ,)/(2b2)－ｃ(ｓ－ａ＋t）
（ｃＩ－ｃ２＋c2b,)/２＝Ｏ

となり，

ｓ－ａ＋ｔ＝ｄｏｘ＋ｅｏｙ＋ｆｂ

の形で表きれる．また，

（ＣＷ)ｎ(BmW)＝Ｗ(x,y）

であるので，

ａｏｘ＋ｂｏｙ＋ｃ･＝ｄｏｘ＋ｅｏｙ＋ｆｂ

Ｑ(ａｏ－ｄＪｘ＋(ｂｏ－ｅ｡)ｙ＋co-fb＝Ｏ

従って，任意の固定された点ＥＣに対して決められ

た直線上に点ｗは存在する．他の点について同様に

証明できる．

Ｋ

１
吃

ｋ
〈
ムチ
｛

Ｂ

更にこの直線が外心ｏを通ることが，

ＯＪｎＢＢｈ＝Ｘ

ＯＸ/XJ＝KK2/K2K,＝ＫＢ/BＢｉ＝1＋sA,ｔｅ(0;＋｡｡）

から分かる．

定理３（２）の証明．三角形の三辺の長さを，ＡＢ＝Ｑ

ＢＣ＝ａ，ＣＡ＝ｂとしｓ，ｔをｓ＝(ａ＋ｂ＋ｃ)/２，ｔ＝

IcBzとおく．更に平面にxy座標を入れ；三角形の頂

点と内心の座標を以下のようにする．

Ａ(0,0),Ｂ(b,,b1),Ｃ(c,,c2),I(1,0）

このようにしても一般性を失わない=LIB2＝二

LIGであることから二Ｂ２ICZ＝二IclL1＝180･一二ＡＢＣ

となり，Ｂｐを中心とする円は内心を通ることが分か

る．従って点Ｂ,の集合はＢＩの垂直二等分線になる． ここで円の中心を固定して半径を変化きせたときに，

3垂線から決まる点Ｘは常に直線上を動く可能性が考

えられ，もしそうなら予想１の証明に役立ちそうに思

われるが，以下のような反例があり，そんなに容易で

はない

直角三角形ＡＢＣの外心を固定し，その半径を変化

きせたときに，３垂線から決まる点Ｘは直線ではない

ことを示す．

Ａ(4,3),Ｂ(－４，３),Ｃ(４，－３),。(0,0）

とする．外接円の場合に３垂線より決まる点は垂心と

一致するので，Ａとなる．外心を中心とし半径４の円

に対して３垂線の交点をＸ,とし，半径７のときの３垂

線の交点をＸとする．

Ｂ

，白へ～､~~...__~－，－－－－－－－－，－/

Ｂ２座標はB2(b,(ｓ－ａ＋t)/c,b2(s-a＋t)/c）

で，Ｎの座標はＮ(b,(s-a＋c十t)/(2c),b2(s-a＋t)/(2c)）

となる．直線NBPの方程式は，

blx＋Ｕｙ－(s-a＋c＋t)((b,)2＋(b2)2)/(2c)＝0



1７三角形と円から決まる点

。。－日、｡、｡、ローロ
、｡、

尺
、」

従って，ｚ２＝Ａ(z,)２＋Ｂｚ,＋Ｃ

と表され，ｚ１は放物線上にあることが示きれた．

簡単な計算からその座標は，

ｘ･(9/2,(29-4V7)/6),ｘ((51-3V§)/8,(22-ＭO)/3）

となり，３点Ｘ､，Ｘ，Ａは１直線上にのらないことが

分かる． また円の中心を固定するのではなく，内接円から，

傍接円へと，２辺に接する状態を保ちながら円を変形

していく場合を考察する．内接円と傍接円の場合は，

三角形と円から決まる３垂線の交点Ｘは，各円の中心

と垂心との中点Ｊに退化するので，内心の場合のその

点をＸｉとし，傍接円の場合Ｘ・とする．

円が１つの頂点を通り1つの直線に接するように動

くとき，円の中心は放物線上を動く．この時の三角形

と円から決まる点Ｘに対して以下の定理が成り立つ．

定理４．円が１つの頂点を通り1つの直線に接するよ

うに動くとき，三角形と円から決まる点Ｘは，交点と

頂点の選び方の自由度から４点に退化し，２つの点は，

ある放物線上を動き，他の２点は，ある半直線上とあ

る直線上を動く．

予想２．円の中心を内心から傍心へ直線上を動かして，

円が絶えず三角形の２辺と接するようにするならば，

その時の３垂線の交点Ｘは２点に退化し，ＸｉとＸｃか

ら傍接円が接する辺に下ろした２垂線に挟まれ，Ｘｉと

Ｘを通る楕円上をＸｉからＸ・に向かって退化した２点

は各々その片側を動く．定理４の証明．ここでは，以下のように座標を入れて

示すが，一般性を失わない．

Ａ(0,0),Ｂ(1,0),Ｃ(c,,ｃ２),Ｂ,(b,,b2）

とおく．

ＢｌｅＢＣからc2(b,－１)＝ｂ２(ｃＩ－ｌ)となり，

。，Ｂ２，Ｂ,の座標は，

。((Ｚｂ１－(b,)２－(b2)2)/2,（(ｂＩ－ｌ)(b,)2＋(b,＋l）

（bJ2)/(血))，

Ｂ２(2b１－(b,)２－(ｂ２)2,0),Ｂ･(bol,bo2)，

となる，ここで，

ｂ゜,＝（１＋ＺｂＩ－(b,)２－(b2)2)/Ｚ

ｂｏ２＝((c,－１)((b,)2＋(ｂ２)２－ｂ,)＋b2c2)/(2c2)）

とする．

このとき，直線BZlの方程式は，

ｃ,x＋c2y＋((b,)2＋(bJ2＋bﾕc2-blcl-b1-c,)/2＝０，

Z,(z,,z2)の座標は，

ｚ,＝((cJ2＋(2Cl＋ｃ２)(c１－１)－b,((ｃ１－ｌ)2＋(c2)2))／

（2c,－２）

ｚ２＝|b,((c,－１)2((c,)2＋(c2)2＋1)＋2(c2)2)－(b,)２

（(c１－１)2＋(c2)2)－(c,－１)2(2(c,)2＋(ｃ２)2＋c,ｃ２

－ｃ,)－(c2)2}/(2c2(ｃ１－ｌ)2）

となる．

Ａ１

この場合，円の中心と垂心との中点Ｊは，ＸｉとＸｃを

結ぶ線分上を動くことは容易に示すことが出来る．

5．終わりに

これ等の結果は，全６巻の幾何学大辞典（[1]）に

は見当たらないが，初等幾何には長い研究の歴史があ

り，どこかで知られている可能性がないとはいえない
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が，いろいろな興味深い性質も分かってきたので，こ

こにまとめて公表することとしたまた，教育上も意

義があるものと考える．

最後に関連する話題を少し考察する．

円と２つの三角形から決まる３直線が１点で交わる

性質として以下のSteinerの定理が知られている

([1])．

〆

定理（Steiner)．任意の三角形ＡＢＣに対して，ある

円が辺ＢＣとＢ,，Ｇで交わり，辺ＣＡとＣｌ，Ａ２で交わ

り，辺ＡＢとＡ１，Ｂ２で交わるとき，ＡＩ，Ａ２を通る直線，

B,，Ｂ２を通る直線の交点をＣ鑿，Ｂ,，Ｂ２を通る直線，

Ｃ１ｏＧを通る直線の交点をＡ＊，Ｃ,，Ｃを通る直線，

Ａ１，Ａ２を通る直線の交点をＢ＊とする．このとき,３直

線ＡＡ*，ＢＢ＊，ｃｃ＊は１点で交わる．

ﾛｰ･L-.-----岳へ｡‐‐

図を描く計算機ソフトの発達により最近では，以前

は気付けなかったような初等幾何の興味深い性質が見

つけやすくなっているようにも思われる．

謝辞．この論文の作成にあたって広島大学の阿賀岡先

生にTaylorの定理がKimberlingのリストの389番目に
あることを始めいろいろ有益なご教示を頂いたことに

対しここに感謝の意を表する．これは，パスカルの定理またはブリアンションの定

理を用いて証明することが出来る．

円に対してこのように２つの三角形ＡＢＣとＡ叢Ｂ鑛

ｃ＊を取ったときに本論文で扱っているように三角

形の頂点と円と３辺の交点から３点（例えばＡＡＩ，

Ａ２やＡ*，Ｂ,，Ｇ等）を選び，その３点からなる三角

形の外心（A・やＡ・*）を取る．このとき対応する外心

を結んだ３直線AoA｡*，Ｂ､B･*，ＱＣ,鵜は１点で交わる

ことが予想きれる．以下の図を参照して頂きたい．
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