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境界要素法を用いた結合力モデルの非線形解析

村上聖＊

Non-linearanalysisofcohesiveforcemodelbymeans
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１．はじめに

コンクリートの引張破填過程は，ひびわれの進展に

先行して形成される破壊進行域（fractureprocess

zone，以下ＦＰＺと略記する）の存在に特徴づけられ

る．ＦＰＺとは，マイクロクラックの累進的発生･成長・

合体に起因する破壊過程が進行する領域と定義され，

コンクリートの場合にはその非均質性により，一般に

無視できない程の大きさに発連することが知られてい

る．ただし，ＦＰＺの拡大は，コンクリートの引狼軟化

特性により，ひびわれ先端前方の幅の狭い領域に局所

化される．そこで,ＦＰＺを仮想のひびわれに固き換え

て，その領域内部で起こっている破壊の物理的現象を

仮想ひびわれ面にその開口に抵抗する力（結合応力と

呼ばれる）が作用する力学モデルで近似した結合力モ

デル（cohesiveforcemodel，以下ＣＦＭと略肥する）

のコンクリートへの適用性が注目されており，これま

でにその適用妥当性を示唆する研究報告が多数なされ

ている'》－５》･

ＣＦＭ解析には，一般に仮想ひびわれの開口変位

（crackopeningdisplacement，以下ＣＯＤと略肥す

る）の関数として結合応力(以下，グと略記する）が与

えられるので，一種の移動境界値問題として非線形解

析が要求される．その際に，ぴ一COD関係は区分的線

形（折れ線）近似され，特にリニアーあるいはパイリ
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ニアーの椴成関数が利用される場合が多い．

本研究では，特に境界値問題に対してその有効性が

最大限に発揮される数値解法である境界要素法

（boundaryelementmethod,以下ＢＥＭと略肥する）

を用いた結合力モデルの非線形解析手法の定式につい

て述べ，いくつかの解析例を示す．

2．解析の概要

ここで利用したＢＥＭは，基本解の重ね合わせの原

理に基づく間接ＢＥＭであり，基本プログラムは平居

により開発されたものを用いた６).基本解として,無限

板及び，半無限板の無限縁の一部に線形分布荷重が作

用するときの２種類の応力・変位場を用い，問題の境

界条件の再現性にすぐれた基本解を適宜使い分けるこ

とによって，高精度の解析を可能にしている．また，

この解法は西谷による体菰力法と原理的には同系列の

ものであり，特にひびわれ先端の応力特異場の解析に

対して有効であることが知られている7)．

ＣＦＭの基礎概念を図－１に示す．このモデルの解

析の要点は,･次の2点に集約される：１）仮想ひびわ

れ面にその開口変位に依存したびが作用すること（た

だし，開口変位によらず一定のびが作用するモデルを

特にDugdaleモデルと呼び,この場合には線形弾性解

析で扱える)，２)仮想ひびわれ先端で応力の連続条件

が満足されること．

要件１）について，ここでは，仮想ひびわれ面上の

境界要素（以下，仮想ひびわれ要素と呼ぶ）に，その

中央点のＣＯＤに対応するぴが等分布で作用するもの
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とする(図－２参照)．この近似の利点は，後述するよ

うに，通常の反復による収束計算を行わなくても，一

度のマトリックス計算により解が求められる点にあり，

また要素分割をある程度細かくすることにより，近似

性を向上させることが出来る．なお，一定要素を用い

る場合には，この近似は必然的なものになる．

噸
実際のひびわれ 仮想ひびわれ

の

（、（）ｉ）

図－１結合力モデルの基礎#既念

(ゅ）
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図－２仮想ひびわれ要素に作用する結合応力分

布の近似

(１０）

要件２）について，既報の解析では，仮想ひびわれ

先端近傍の応力（その際，応力を求める点の選定は，

解析者の主観的判断による場合が多い）がＣＯＤがＯ

のときのび(通常,コンクリートの引張強度が採用され

る）に一致するという条件により，間接的に満足させ

ている．この場合には，仮想ひびわれ先端近傍の要素

分割や応力を求める点の選定に解析結果が少なからず

影瀞されることが鹿められている．厳密には，仮想ひ

びわれ先端で応力の特異性を生じない条件，即ちその

先端の応力拡大係数がＯになるという条件により満足

されるぺぎものであり，それにより上記の問題点が解

決される．本解析では，厳密な方法を採用した．

3．解析方法

以下では，図－３に示す片側にひびわれをもつはり

の３点曲げ（スパン・高さ比＝３）を一例に，非線形

解析の定式について述べる．

１）仮想ひびわれ先端での応力の連続条件により，
肺

踊 P ＝員 K 1 ）

ただし，

K i P ＝ぴ b J Z 汗万 ）

K b ＝功伝宇万Ｙｂ（３）

ここに，ＫｉＰ：荷重Ｐが作用するときの仮想ひびわれ

先端の応力拡大係数，の：公称曲げ応力［＝3PL／

2BW2]，Ｂ：はり幅，Ｗ：はりせい，Ｌ：スパン長

さ，α：実際のひびわれ長さ，｡：仮想ひびわれ長さ，

yiP：KhPに関する形状関数，の：仮想ひびわれ要素ノ

（ノー１～認,力：仮想ひびわれ要素総数)に作用する結

合応力,Ｋｂ：仮想ひびわれ要素ノにのと同値の等分布

応力がひびわれの開口方向に作用するときの仮想ひび

われ先端の応力拡大係数，Ｙｂ：Ｋｂ：に関する形状関

数．

Lp3W

伴 叶

□Ｉ
図－３片側にひびわれをもつはりの３点曲げ

（スパン・高さ比＝３
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.．.｡．/赤5恥=急の/扇字万yi，
〃

｡.．｡b＝員(yb/yi')の
〃

＝那臥

ただし，ＡｌノーＹｂ/yかとおく、

上式に，“＝3PL/2ＢＷｚを代入して

〃

屑/B＝(2W霞/3L)勲功 （４）

ここで，上記の胸は，応力拡大係数に関する一種の影

響係数とみなせるものでありｊ表－１にＢＥＭによる

解析結果を示す．ただし，応力拡大係数の解析には直

接変位法を用いた．また，仮想ひびわれ要素長さはす

べて0.05Ｗ一定として,要素番号は実際のひびわれ先

端から数えるものとする餅

２）仮想ひびわれ要素ｊの中央点での開口変位‘‘は，

次式で与えられる．

〃

(Eｿw)ｄ‘＝愚(-…）

＋‘‘ P W B ）（５）

ここに，Ｅ：ヤング係数，‘〃：要素ノに単位の対の等

分布応力がひびわれの開口方向に作用するときの要素

iの中央点での開口変位（ただし，Ｅ＝１，Ｗ＝ｌと

する)，妙”：単位の荷重が作用するときの要素ｆの中

央点での開口変位（ただし，Ｅ＝１，Ｗ＝１とす

る)．

ここで，上配の‘u，ゆゅは，ＣＯＤに関する一種の影響

係数とみなせるものであり，表－１にＢＥＭによる解

析結果を併配している…

３）ここで，(5)式に(4)式を代入して，

胞

勇{-‘α+‘"(2W通/3L)ﾉﾋ')の

＝ ( E / Ｗ ６）

いま，簡単のため，図－４に示すように，リニアーの

栂成関数を仮定し，その軟化勾配をαとすると，

ｄ‘＝Ui-dh)ん

また，

α＝（2/2Gノ

ここに，（：引喪強度，Ｇ：破壊エネルギーあるいは

限界ノ菰分（ぴ一COD曲線下の全面種)．

従って，

(町Ｗ)‘'＝(2EGﾉﾉW6fi2)“－ｍ）（７）

ここで，(7)式を(6)式に代入して

(11）

虎

員{－９h‘,+ｄ"(2BW2/3L)胸十
(2EGﾉﾉW6fi2)6｡}⑳＝2EG′/Wl（（８）

ここに，６Ｕ：クロネッカーのデルタ関数．

‘）従って。(8)式の左辺ののに付く係数をＡ"，右辺

の定数をＢ‘と表示すれば，次式に示すマトリックス

が得られ,その解を求めることにより,ぴ分布が得られ

る．

|削洲 (9)

ただし，Ｂ,＝…＝Ｂ"＝2EG′/Ｗ６ｆｌ

また,荷賦Ｐ,要素ｊの開口変位‘'及び求めたい点の

変位郡は，それぞれ次式により求められる．

P＝(2BW‘/3L)員胸｡’

伽＝(wxE){周(-ゆり功)+ゅ"(PWB)｝

泌＝ＷＥ){周(-鰹,⑱)+灘,(pIB)｝（１０）

ここに，鋤：要素ノに単位の対の等分布応力がひびわ

れの開口方向に作用するときの求めたい点の変位（た

だし，Ｅ＝１h．ｗ＝’とする)，秘Ｐ：単位の荷箆が作

用するときの求めたい点の変位（ただし，Ｅ＝１，Ｗ

＝１とする)．

ここでは，変位としてひびわれ肩口開口変位（crack

mouthdisplacement，以下ＣＭＤと略配する）につい

て，鋤及び群Ｐを求めた。

ところで，要素ルの開口変位血が限界ＣＯＤ(‘c）

を超える場合，即ち血＞‘c(＝２G,"l)のときには，

α＝…＝びん＝Ｏだから,要素ル＋1～邦に作用する結

合応力の+,～｡’は,次のマトリックスの解により求め

ば鷺1にH:１‘”
ただし，ＢＡ+,＝…＝Ｂ"＝2EG,/豚

また,そのときの荷重Ｐ,要素ｊの開口変位‘'及び求

めたい点の変位群は，（10)式においてノー・た＋l～卸

について総和をとればよい．

以上の解析手順は，ぴ一COD関係が任意の区分的線

形関数で与えられる場合も同様であるが，ここでは，

図－５に示すリニアー及びパイリニアーの栂成関数に
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表－１ＢＥＭによる影響係数の解析結果

｡/Ｗ＝0．０５

kl＝0.3858704d1P＝0.263764‘1‘1＝0.1739984

。/Ｗ＝0.10

ｋｌ＝0.1796225

k2＝0.3404235

｡/Ｗ＝0.15

kl＝0.1699321

k2＝0.1619273

k3＝0.2984703

画ﾒＷ＝0.20

kl＝0.1686207

k2＝0.1547777

k3＝0.1453698

k4＝0.2593937

ｄ1,4＝0.1403454

‘2,4＝0.]346086

ｄ3,4＝09141163

ｄ4,4＝0.180709

の/Ｗ＝0.25

kl＝0.1691874

k2＝0.1547874

ｋ3＝0.410517

k4＝0.1298191

k5＝0.2230148

‘1,4＝0.324092

ｄ2,4＝0.30412

‘3,4＝0.300044

ｄ4,4＝0.343884

‘5,4＝0.1567904

*連続

‘1P＝0.537826

d2P＝0.30227

d1P＝0.839524

秒2P＝0.624584

d3P＝0.349072

ゅ1P＝1.224216

d2P＝0.990896

.3P＝0.7334

d4P＝0.40751

d1P＝1.746494

d2P＝1.473694

d3P＝1.187068

d4P＝0.873678

d5P＝0.482226

d1,5＝0.162342

ｄ2,5＝0.1510636

ｄ3,5＝0.1431102

ｄ4,5＝0.1472946

.5,5＝0.1840046

ｄ1,1＝0.311586

‘2,1＝0.139304

ｄ1,1＝0.432996

‘2,1＝0.269034

ｄ3,1＝0.1382034

‘1‘1＝0.57967

‘2,1＝0.408678

‘3,1＝0.284716

‘4.1＝0.1456048

ｄ1,1＝0.77646

ゅ2,1＝0.590592

‘3,1＝0.455656

.4,1＝0.330252

ｄ5,1＝0.1816448

(12）

“'2＝0.1321624

‘2,2＝0.1758

‘1,2＝0.267074

ｄ2,2＝0.320048

ｄ3,2＝0.1439498

ｄ1,2＝0.407208

秒2,2＝0.453422

.3‘2＝0.283888

‘4,2＝0.1462514

ｄ1,2＝0.589222

‘2,2＝0.62166

.3,2＝0.441958

.4,2＝0.308672

妙5,2＝0.167441

‘1,3＝0.1277732

ｄ2,3＝0.1361916

妙3,3＝091780126

‘1,3＝0.280866

妙2.3＝0.281622

妙3,3＝0.33062

“‘3＝0.1496762

‘1.3＝0.452458

妙2,3＝0.440184.

ｄ3,3＝0.479546

秒4,3＝0.30269

‘5,3＝0.1563294
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＊連続
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(20）

１０

アーの栂成関数に対して計算された荷重一ＣＭＤ関係

及びぴ分布を図－６に示す．この図から，パイリニア

ーの場合，柵成関数の第１軟化勾配が大きいために，

渇
雲
日
揮

ｆｔ

◎
５

ＣＯＤ

図－４リニアー引張軟化関数
ＣＯ ,０１０．Ｑ２

ＣＭＤ(函）

図－６(a）リニアー及びパイリニアー引頚軟化関

数による荷重-ＣＭＤ関係の計算例

０．２６ｆｔ

例題１）

Ｂ＝Ｗ＝１０ｃｍ，Ｌ＝３０ｃｍ，α＝３ｃｍのはりの３

点曲げについて，Ｅ＝３×105kgf/cm2,バー30kgf／

cm2,｡＝0.1kgf/cｍとしてリニアー及びパイリニ

4 ．解析例

。

ｆｔ

図－６(b）仮想ひびわれ面上の結合応力分布の計

算例

ＣＯＤ

図－５解析に用いた引狼軟化関数

ついて解析プログラムを作成した．なお,‘高次リニア

ーの場合には，(8)式における６Uに付く係数と右辺の

定数項が仮想ひびわれのＣＯＤに応じて変化するだけ

である．
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冒
揮

100kgf/cm2の範囲で変.えた場合の，リニアー及びパ

イリニアーの櫛成関数に対して計算された荷璽一

ＣＭＤ関係を図－８に示す．この図から，Ｇが同一の

場合,（の小さい範囲でハの増加による曲げ最大荷重

の増加が顕著であるのに対して，八の大きい範囲では

曲げ最大荷重の増加は頭打ちになる傾向がみられ，こ

のことから，（の増加に見合うＧの増加が曲げ強さ

の改善に有効であることが予想される．

リニアーの場合に比べて最大荷鼠は小さく，その近傍

の荷重一ＣＭＤ関係は尖頭的に鞍る一方，荷重一ＣＭＤ

関係の裾野の勾配は，仮想ひびわれ要素の一部が第２

軟化勾配域に入るために緩やかになる傾向がみられる．

また，仮想ひびわれ面上のび分布は，曲げ圧縮域の存

在により，ひびわれの進展に伴い，前方に圧縮された

形に移行する様子がわかる．

例題２）

はり寸法については例題１と同一で，Ｅ＝３×

105kgf/cm2,バー30kgf/cm2一定とし，Ｑを０．０１～

1.0kgf/cｍの範囲で変えた場合の，リニアー及びパイ

リニアーの栂成関数に対して計算された荷重一ＣＭＤ

関係を図－７に示す．この図から，Ｇが小さく厳るほ

ど，またＧが同一でもパイリニアーの方が最大荷重

は小さく，その近傍の荷重一ＣＭＤ関係は尖頭的にな

り，引彊強度が同一でも曲げ最大荷重はＧ値や櫛成

関数に依存して異なることがわかる．また，この場合

G,が0.5kgf/cｍ以上では，仮想ひびわれ長さがリガ

メント長さの約93％に運した時点(②/Ｗ＝0.65)でも

ひびわれの進展はみられず，パイリニアーの場合には

第２軟化勾配域にも達しておらず，そのためにリニア

ーの場合に比べて最大荷重以降の下降域の勾配が急に

なっている．

例題３）

はり寸法については例題１と同一で，Ｅ＝３×

105kgf/cm2,Ｇ＝0.1kgf/cｍ一定として，ハを10～

5 ．まとめ

本研究では，間接ＢＥＭを用いた結合力モデルの非

線形解析手法の定式について述べ，いくつかの解析例

を示した．本解析では，与えられた問題に対して応力

拡大係数,仮想ひびわれ要素のCOD及び求めたい点

の変位に関する影轡係数をＢＥＭを用いて求めること

により，その後の解析は，仮想ひびわれ面にその開口

変位に依存した結合応力が作用する条件と仮想ひびわ

れ先端で応力の特異性を生じない条件から誘導される

マトリックスの解を求める問題に帰着される．従って，

与えられた問題に対して影靭係数を求めるための塑備

計算には時間と手間を要するが，後は，任意の檎成関

数（ここでは，リニアー及びパイリニアーについての

１０

５

1０

一

身 怠
塁
圏
揮

熊本大学工学部研究報告第41巻第２号（平成４年－９）

B【

(21）

００．０１０．０２０．０３０．０４０．０５００．０１０．０２０．０３０．０４０．０５

ＣＭ Ｄ (函）ＣＭＤ (函）

図－７(a）Ｇｆの違いによる荷重-CMD関係の計図－７(b)ｉＧ 違いによる荷重-CMD関係の計
算例（リニアー引弧軟化関数） 例（パイリニアー引張軟化関数）
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