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正多面体の辺による展開の再折り凸多面体
一立方体を中心として－
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RefoldedConvexPolyhedraderivedfromEdgeUnfoldingsofPlatonicPolyhedra
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Recentlythereareseveralstudiesofrefoldabilityofedgeunfolding([3],[4],[5])andin[3]allrefoldedconvex
polyhedrafromonlyoneexample(raten-cross)ofedgeunfoldingofacubewereclassified.Inthispaperwe
determineallrefoldedconvexpolyhedraofalledgeunfoldingsofthecubeandaregulartetrahedron,andsome
classofrefoldedconvexpolyhedraderived廿omedgeunfoldingsofaregularoctahedron.
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1．はじめに

立方体の辺を切ることによってできる展開図は11種類知られている．そのうちラテンクロスといわれる展開

図については,E.DemaineJ.O'Rourkeによって書かれた有名な本「幾何的な折りアルゴリズム([3])」において，
その展開図の境界を張り合せることによって再構成される凸多面体（再折り凸多面体）を全て調べた結果が紹介

されている．立方体はもちろんのこと，平面図形から多面体まで様々な立体がラテンクロスから再構成されてい

る．平面多角形2枚に退化する2重被覆多角形も凸多面体と考える．

そこで，この論文では，その定理を基にして，立方体における残り10種類の展開図についても同様に調べる

ことを目的とし，以下のような結果を得た．まず，特殊な折り方によって構成される立体について調べ，表にま

とめ紹介する．そして，一般的な折り方へと拡張し，それによって再構成される立体を紹介する．今回は，鏡映

変換によって移り合うものは|司一視して分類を行った．最後に他の正多面体の場合についても考察する．

立体を再構成するにあたって,アレクサンドロフの接着定理が用いられているアレクサンドロフによると「多

角形の接着が以下の条件を満たすとする.(a)すべての多角形の境界部分が接着に使われている．(b)どの点にお

いても角度の総和が2汀を超えない．（c)結果として得られる複体が球体に位相同型である．このとき，こうし

た接着に対応する凸多面体は一意的に決まるJと書かれているこれは，多角形から多面体を構成できるかど

うか，また構成できるとすればどんな凸多面体が得られるかを決めるときの基本となる．

凸多面体Pの辺展開図Tに対して,pのカットされる辺の集合はPの辺グラフの全域木Gr(spanningtree)を

構成する．展開図7の境界dTとGrの関係をみると,dTは円周に同相で，丁度G『のまわりを一周する．すなわ

ち,dTを細分して2線分ずつをペアにしたものがGrになる．そこで，一般に多角形Tがある凸多面体Pの展開

図になっているとき,dTの貼り合せによってできるPの辺グラフの全域木を,接着木(gluingtree)と呼ぶ．また

接着木G『に含まれる道(path)に沿って，凸多面体Pに切り込みをいれたとき，切り口の輪（ベルト)Bのど

の点も汀以下の角をなすとき,BをTの回転ベルト(rollingbelt)という．このような回転ベルトはどのように2
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つ折りするように貼り合せても，アレクサンドロフの定理によって，1つの凸多面体が構成される．

2．特殊な折り方による再構成

展開図Tにおける外周部の長さをLとする.Tの外周上の任意の頂点を始点sGdTとし,sから測ったdTの

外周部の中点を終点gearとする．つまりgは|s,gHg,shL/2を満たす一意的に決まる点である．ここで.T(s,g¥

をTi&s)に接着する具体的にはIs,x|=dであるそれぞれの点xを，逆の方向にsからの距離が同じ，つまり|x'.
s|=dである点x'に接着する．今回は立方体の展開図なので,sに対するgは容易に見つけることができ，また点
ではなく辺の対応を考えて接着していくという辺々接着として考えることができる．イメージとしては，始点か

ら終点に向けて，ジッパーを閉じるように接着していくので，ここでは，ジッパー再折りと呼ぶことにする．こ
のアルゴリズムに沿って11種類の展開図について調べた．展開図に描いてある点線が折り目となる．

定理立方体の辺による展開からできるジッパー再折り凸多面体は，2重被覆多角形に退化するものが5種類，

立方体を含めて立体となるものが5種類である．ジッパー再折りで，立方体を再構成することのできる展開図は

3種類のみで，残りの展開図からは立方体を再構成することはできない．展開図から再構成される立体を図1に

載せる．立体の詳細については，図6，7，8の一覧表に載せておく．

そして，辺による展開のジッパー再折りについては立方体だけでなく正八面体についても調べた．展開図は同

じく11種類である．結果として，平面多角形2枚に退化するものが6種類，正八面体を含めて立体が5種類見

つかった．ちなみに，正八面体を再構成することができた展開図は4種類だった．展開図から再構成される立体

を図2に載せる．

3.一般的な折り方による再構成

次に，一般的な折り方について考える．負の曲率が現れる図形は除くという条件は変わらないが，これさえ満

たせば，どのような折り方をしても構わないとする．そうすると，図形が再構成されるかどうかは別として，折

り方は無数に存在する．ここで，平田の半分長定理を活用する．平田の定理には『多角形Tのアレクサンドロフ

接着が回転ベルトを一切含まないと仮定する．このとき,Tの辺の長さがすべて整数であれば,Tのそれぞれの

辺を1/2の長さに分割して，「細分化多角形」T*を作って.T*の辺々接着をすべて生成すれば,Tのすべての接

着木を見つけることができる.』と書かれてある．この証明について印刷された文献が見当たらないので，この

定理より少し強い次の主張が成り立つことを証明する．

補題．多角形Tはどの辺の長さも単位長さの整数倍であるとし，各辺を1/2の長さで細分した多角形をT*とす

る．多角形Tから生成される凸多面体をPとし，対応する接着木をGrとする.Gγの任意の端点vについて，も

しvがT*の頂点でないならば,Vを含む回転ベルトが存在する．

証明．多角形7の接着木Grの端点yがT*の頂点でないとする．このとき,Grのもう1つの端点〃が存在して，

〃とvを結ぶ適当な道(path)H=vOvﾉ…M,_'y"(ただし,V,j=V,v,=u)によるPの切り口は回転ベルトになることを示す．

凸多面体PをGrに沿って再び切り開くことを考える．頂点vから切り開き始め,G7の分岐点wに到達したと

き，“直線”の方向に切り進むことにする（このようなGγの辺が存在することは,Vがr*の頂点でないことか

ら導かれる)．このとき,pが凸多面体であるから，切り開いた面のwに対応する2点では刀と刀未満の角をなし．

刀未満の角をなす点はTの頂点(wが分II皮点なので2個以上）に対･応する．さらに切り進んでいき,G7の分岐

点に遭遇する度にwの時と|司様の操作をする.Grの分岐点は有限個であるから，最後にはG7の端点〃に到達す

る.VがT窯の頂点でないことから，〃もGγの頂点ではないことが言える．このようにしてベルト回転ベルトが
構成される．

補題から平田の半分長定理が導かれることは,Gγの端点がすべてrpsfcの頂点ならばGTの分岐点に対応する
rr<*のすべての点がr*の頂点となることから分かる．
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図2ジッパー再折り凸多面体（正八面体）

今 ､
平行四辺形③
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図4立方体の辺による展開図の再折り凸多面体
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今回調べる立方体の展開図で考えると，各辺の中点をとり分割したもので辺々接着をすればよいということに

なる．具体的には，立方体の展開図における外周は14本の辺でできているため，これを28本だと考え，この『|コ

からまず2本の辺を選び接着し，残りの辺も条件を満たすように接着していく．

主定理立方体の辺による展開の全ての再折り凸多面体は図4のように分類される．立体の詳細については,図6，
7，8の一覧表に載せておく．

それぞれの展開図から見つかる図形の数が多いので，ひとつの展開図のみを取り上げて，回転ベルトが現われ

ない再折りの折り目と再構成される凸多面体の一覧を図3に載せる．図5のように辺々接着をしていくと円柱状

の回転ベルト（回転ベルトが上下2つある）が現われる．この両端を少しずつずらしながら接着することで，無

数の立体を再構成することができる．この場合，長方形，また長さの異なる四面体が再構成される．ここには二

等辺三角形4枚からなる四面体も現れるが一覧表には入れていない．

この他に円柱状の回転ベルトを含む展開図が1つ，回転ベルトを一つだけ含むものが1つあり，同じように長

さの異なる四面体を無数に構成する．残りの8種類は回転ベルトを含まないため,できる図形の個数は有限である

口唐
図5円柱状になる回転ベルト

4．その他の正多面体

ここでは，他の正多面体についての辺による展開の再折り凸多面体について考察する．

正四面体は，辺による展開は2種類で,1辺の長さが2となる正三角形の場合と，辺の長さがlと2となる平

行四辺形の場合がある正三角形の再折り凸多面体に関しては2重被覆多角形に退化する場合が4種類あり，そ

のうち3つは以下の回転ベルトの中に含まれる．4種類の回転ベルトがあり，3辺全体で一つの回転ベルトとな

る場合と，2辺が回転ベルトとなる場合,1辺が回転ベルトとなる場合が2種類であり，全て[4]で分類されてい

る．辺による展開図が平行四辺形となる場合の回転ベルトがある場合は，8個の以下のようなサークルからなる：

1)全体が回転ベルトとなる場合.2)長さlの辺を張り合わせて円柱状になり2つの長さ2の2つの回転ベルトを

持つ円柱状の場合，3)長さ2の辺を張り合わせて円柱状になり2つの長さlの2つの回転ベルトを持つ円柱状の

場合，4)長さ2の辺を両方とも中点から等距離の点を張り合わせた場合（長さ2の回転ベルト)，5)長さ2の辺

を一つだけを中点から等距離の点を張り合わせた場合（長さ4の回転ベルト)，6)長さlの辺を両方とも中点か

ら等距離の点を張り合わせた場合（長さ4の回転ベルト)，7)長さlの辺を一つだけを中点から等距離の点を張

り合わせた場合（長さ5の回転ベルト)，8)長さ2の辺の内角が120度の頂点Aから距離1/2の点から等距離に
なる点を長さ1/2だけ張り合わせ(Aと辺の中点Mまで張り合わされている).更にAを端点とする長さlの辺

と長さ2の中点Mから残りの半分とを張り合わせた場合（長さ3の回転ベルト).1),2),4),5)は正四面体を含み‘

1),3),6),7)は辺の長さが1/2,個の長方形からなる2重被覆長方形に退化したもの場合を含み.2),4),6)は辺の
長さが1,/3/2の長方形からなる2重被覆長方形に退化した場合を含み,5),7),8)はある2重被覆s角形に退化

した場合を含む，全体としての様子は正方形を折ってできる凸多面体の全体構造（[2],[3]の25.7参照）より複

雑になっている．

正十二面体の辺による展開は，43380種類あることが知られているが.[6]によってどの辺による展開図からも

再折りしたものは元の正十二面体に戻ることが示された．

正二十面体の辺による展開図を再折りして別の凸多面体ができることは，勿論知られているが，辺による展開

図が43380種類あり，全てを分類することは極めて難しいと思われる．
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図6再折り凸多面体の一覧表（1）
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図7再折り凸多面体の一覧表（2）
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被覆な平曲 もとの立体の一辺を1としたときの長さ 被覆な平面 もとの立体の一辺をlとしたときの長さ
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