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A circular surface is a one parameter family of round circles in Euclidean space and which is

defined in [2]. The circular surface is determined by a space curve of circular center and planes

containing circles. First we study the sufficient condition that the special circular surfaces with

constant radius whose normal directions of the planes are rotating around the curve, are embed-

dings. Next we study the condition that circular surface with constant radius are immersions.

Moreover, we discussed the relation between the double circular surfaces (i.e. at least two circles

through any point) and quadratic surfaces.
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1 はじめに

直線を連続的に移動させた軌跡として得られる曲面のことを，線織面 (ruled surface)という．即
ち，ある曲面上の任意の点に対して，その点を通り曲面に含まれる直線が存在すれば，その曲面
は線織面となる．主な例としては，可展面 (developable surface)である柱面，錐面，接触曲面や，
ガウス曲率が負になる一葉双曲面や双曲放物面があげられる．また，二重線織面は一葉双曲面と
双曲放物面のみであり，三重線織面は平面のみであることが古くから知られている ([8])．
このような線織面における直線の概念を，円へと拡張させたものを円織面 (circular surface)と

いう．円織面とは，円を連続的に移動させた軌跡として得られる曲面であり，泉屋氏らの論文 ([2])

で最初に定義された．円織面は円の中心からできる空間曲線 (base curve)と円を含む平面がどの
ように動くかと円の半径によって決定される．最も簡単な例としては，円をその面に垂直な方向
に積み上げてできる円柱である．つまり，円柱は線織面であると同時に円織面でもある．また，球
面はある点に対してその点を通る大円がいくつも存在することから，任意の点に対して，その点
を通る無数の円をもつ円織面といえる．単連結で任意の点を通る円が３つ以上あるものは球面の
みであることも知られている ([3])．また，回転トーラスは任意の点を通る円が４つあるため４重
の円織面といえる ([4])．さらに多くの円を含む曲面に関する研究もある ([1,5])．
本論文では，円織面の円の半径を固定し，円を含む平面の法ベクトルを base curve のまわりに

回転させる場合，円織面が自己交叉のない滑らかな曲面 (埋め込み)となるための十分条件につい
て調べた．また，半径が一定の円織面が特異点を持たない曲面 (はめ込み)となるための条件を調
べた．更に，楕円面は二重円織面 (任意の点を通る円が２つある)となることは古くから知られて
いるが，平行な平面での切り口が円であり，base curve が直線となる二重円織面は二次曲面のみ
であることを示し，例として楕円面が二重円織面となる様子を詳しく示した．
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2 滑らかな円織面

円織面は，次のような写像として定義されるものとする．

V : I×R/2πZ→R3

γ, a1, a2 : I→R3

r : I→R

V (t, θ) = V(γ,a1,a2,r)(t, θ) = γ(t) + r(t){cos θa1(t) + sin θa2(t)}

(2.0.1)

ここで，a1(t), a2(t)は，すべての t∈I に対して a1(t)·a1(t) = a2(t)·a2(t) = 1，a1(t)·a2(t) = 0をみ
たすものとする．さらに，γ(t)をbase curveといい，基準となる円 θ �→γ(t)+r(t){cos θa1+sin θa2}
を generating circleという．rが定数のとき，定数半径の円織面 (circular surface with constact

radius)といい，まずは定数半径の円織面について考えていく．

円織面 V(γ,a1,a2,r)(t, θ)において，

γ′(t)·a1(t) = γ′(t)·a2(t) = 0 (2.0.2)

ならば，任意の t∈I に対して generating circleが曲線 γ(t)の法平面上にある．このような曲面の
ことを canal surfaceという．これとは逆に，

γ′(t)·a1(t) ̸=0 または γ′(t)·a2(t) ̸=0 (2.0.3)

をみたすとき，non-canalだという．

2.1 ある種の円織面が埋め込みとなる必要条件
対象とするのは，γ′(t)と a3(t)方向が一致しない円織面（non-canal）である．ここで，a3(t)方
向とは，generating circleが存在する平面の軸となる a1(t), a2(t)と垂直となっている方向であり，
a1(t)×a2(t) = a3(t)だとする．この a3(t)を，γ′(t)を軸として回転させることを考え，その時に
できる円織面が曲面として成り立つための条件を調べる．
base curveを弧長パラメータ tを用いて，γ(t) =

(
x(t), y(t), z(t)

)
とする．すると，

e1(t) = γ′(t) =
(
x′(t), y′(t), z′(t)

)

e′1(t) = γ′′(t) =
(
x′′(t), y′′(t), z′′(t)

)

e2(t) =
1

κ(t)
e1

′(t)

e′2(t) = −κ(t)e1(t) + τ(t)e3(t)

e3(t) = e1(t)×e2(t)

e′3(t) = −τ(t)e2(t)

κ(t) = |e′1(t)|

τ(t) =
det

(
γ′(t), γ′′(t), γ′′′(t)

)
κ(t)2

(2.1.1)

ここで，e1(t)を e3(t)方向にψだけ傾けたものを a3(t)と考えて，この a3(t)を e1(t)を軸として
回転させることによりできる円織面について，滑らかな曲面となる条件を調べる．すると，a3(t)

は次のような式で表すことができる．

a3(t) = cosψe1(t) + sin at sinψe2(t) + cos at sinψe3(t) (2.1.2)

円織面に関するいくつかの考察

定理 1 　 a3(t) = cosψe1(t) + sin at sinψe2(t) + cos at sinψe3(t)のとき，以下の不等式をみたす
ならば，自己交叉しない，滑らかな円織面（埋め込み）となる．

a <
1

tanψ
− κ(t)

tanψ
+ τ(t)

ここで，aは回転の速度，κ(t) > 0, τ(t) > 0はそれぞれその点における base curveの曲率，捩率
を表す．

証明 a3(t)に対して，ψ → ψ + π
2 として，これを a1(t)とする．

a1(t) = − sinψe1(t) + sin at cosψe2(t) + cos at cosψe3(t) (2.1.3)

また a2(t)を，a2(t)·a2(t) = 1, a2(t)·a1(t) = 0, a2(t)·a3(t) = 0となるように定める．すると，

a2(t) = cos ate2(t)− sin ate3(t) (2.1.4)

したがって，円織面は次のように表すことができる（ここでは e1のように，助変数を省略する）．

V (t, θ) = γ(t) + cos θ{− sinψe1 + sin at cosψe2 + cos at cosψe3}+ sin θ{cos ate2 − sin ate3}
(2.1.5)

このとき，各パラメータにおいて偏微分を行うと，

Vt =e1 + cos θ[−κ(t) sin at cosψe1 + {a cos at cosψ − κ(t) sinψ − τ(t) cos at cosψ}e2
+ {τ(t)− a} sin at cosψe3] + sin θ[−κ(t) cos ate1 + {τ(t)− a} sin ate2 + {τ(t)− a} cos ate3]

Vθ =− sin θ{− sinψe1 + sin at cosψe2 + cos at cosψe3}+ cos θ{cos ate2 − sin ate3}
(2.1.6)

任意の点において，自己交叉しない，滑らかな曲面となる条件を調べるには，sin θ = 1(cos θ = 0)

を考えれば十分である．今回は a3(t)を先に決めて，それを基に a1(t)と a2(t)を決めている．さら
に，a2(t)に関しては曲線における e2と同じ方向となるように定めているので，a1(t), a2(t), a3(t)

が必ずしも右手系になるとは限らない．すると，円織面の式から，a2(t)の方向が最大となるのは
sin θ = 1(cos θ = 0)であり，特異点に関してこの部分が一番の要因となることは明らかである．つ
まり，この部分において自己交叉せず，滑らかとなれば，曲面全体も自己交叉せず，滑らかとな
る．したがって，sin θ = 1(cos θ = 0)とすれば，

Vt ={1− κ(t) cos at}e1 + {τ(t)− a} sin ate2 + {τ(t)− a} cos ate3
Vθ =sinψe1 − sin at cosψe2 − cos at cosψe3

(2.1.7)

さらに，Vtと Vθが線形独立となる条件を求めるために，まずは線形従属となる条件について外
積を用いて考える．線形従属（２つのベクトルが平行）となるのは外積が 0となる場合なので，

Vt×Vθ = 0 (2.1.8)

について考え，その解を否定することで線形独立となるための条件を導く．外積を計算すると，

Vt×Vθ =[cos at cosψ{1− κ(t) cos at}+ {τ(t)− a} cos at sinψ]e2
+ [sin at cosψ{1− κ(t) cos at}+ {τ(t)− a} sin at sinψ]e3 = 0

(2.1.9)

e2と e3は線形独立なので，

cos at cosψ{1− κ(t) cos at}+ {τ(t)− a} cos at sinψ = 0

sin at cosψ{1− κ(t) cos at}+ {τ(t)− a} sin at sinψ = 0
(2.1.10)
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これを aについて解くと，

a =
1

tanψ
− κ(t) cos at

tanψ
+ τ(t) (2.1.11)

したがって，これを否定し，

a ̸= 1

tanψ
− κ(t) cos at

tanψ
+ τ(t) (2.1.12)

これが，曲面片として存在するための条件であるが，自己交叉の有無までは言及されていない．
a > 1

tanψ − κ(t) cos at
tanψ + τ(t)のとき，特異点は存在しないが，自己交叉している状態となる．した

がって，自己交叉しない，滑らかな円織面となるためには，以下の不等式をみたせばよい．

a <
1

tanψ
− κ(t)

tanψ
+ τ(t) (2.1.13)

�

下の図は，base curveを直線とした際の例である．

図 1: ψ = π
4 , a = 1（a = 1

tanψ）

図 2: 左：ψ = π
6 , a = 1（a < 1

tanψ ) ， 右：ψ = π
3 , a = 1（a > 1

tanψ）

下の図は，base curveを円とした際の例である．

　

図 3: ψ = π
6 , a = 1, r = 2

　

図 4: ψ = π
6 , a = 1, r = 4

円織面に関するいくつかの考察

下の図は，base curveを常螺旋（helix）とした際の例である．

図 5: 左：ψ = π
4 , a = 1, κ = 1

2 , τ = 1
2（a = 1

tanψ − κ
tanψ + τ)

図 6: 右：ψ = π
6 , a = 1, κ = 1

10 , τ = 3
10（a < 1

tanψ − κ
tanψ + τ）

2.2 ある種の円織面が特異点をもたないための必要十分条件
対象とするのは，γ′(t)と a3(t)方向が必ずしも一致しない円織面であり，a3を自由に動かすこ

とを考え，その時にできる円織面が曲面として成り立つための条件を調べる．
base curveを弧長パラメータ tを用いて，γ(t) =

(
x(t), y(t), z(t)

)
とすれば，前章 2.1と同様に計

算によって (2.1.1)を得る．また，a3(t) = a(t)e1(t)+b(t)e2(t)+c(t)e3(t)とおく．ここで，a3(t)は
単位ベクトルとして考えているので，a(t)2 + b(t)2 + c(t)2 = 1となる．

定理 2 　 a3(t) = a(t)e1(t) + b(t)e2(t) + c(t)e3(t)のとき，以下の式をみたすならば，滑らかな円
織面（はめ込み）となる．

−{1− a(t)2}{b′(t)− τ(t)c(t)} − a(t)b(t)a′(t) + a(t)c(t){1− a(t)2}
1
2 − κ(t)a(t)c(t)2 ̸=0

or

−{1− a(t)2}{c′(t) + τ(t)b(t)}+ a(t)c(t)a′(t)− a(t)b(t){1− a(t)2}
1
2 + κ(t)a(t)b(t)c(t) ̸=0

証明 a3(t)と e1(t)によって作られる平面上のベクトルは，実定数 α, β を用いて，次のように表
すことができる（ここでは e1のように，助変数を省略する）．

αa3(t) + βe1 (2.2.1)

そして，このベクトルが a3と垂直になるように α, βの値を定める．a3(t)·e1 = a(t)となるから，

a3·(αa3(t) + βe1) = 0

α|a3(t)|2 + β{a3(t)·e1} = 0

α+ βa(t) = 0

α = −βa(t)

よって，a3(t)に垂直なベクトルは−βa(t)a3(t) + βe1となる．大きさを求めると，

| − βa(t)a3(t) + βe1| =
√
β2a(t)2|a3(t)|2 − 2β2a(t){a3(t)·e1}+ β2|e1|2

= β
√
1− a(t)2
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これを aについて解くと，

a =
1

tanψ
− κ(t) cos at

tanψ
+ τ(t) (2.1.11)

したがって，これを否定し，

a ̸= 1

tanψ
− κ(t) cos at

tanψ
+ τ(t) (2.1.12)

これが，曲面片として存在するための条件であるが，自己交叉の有無までは言及されていない．
a > 1

tanψ − κ(t) cos at
tanψ + τ(t)のとき，特異点は存在しないが，自己交叉している状態となる．した

がって，自己交叉しない，滑らかな円織面となるためには，以下の不等式をみたせばよい．

a <
1

tanψ
− κ(t)

tanψ
+ τ(t) (2.1.13)

�

下の図は，base curveを直線とした際の例である．

図 1: ψ = π
4 , a = 1（a = 1

tanψ）

図 2: 左：ψ = π
6 , a = 1（a < 1

tanψ ) ， 右：ψ = π
3 , a = 1（a > 1

tanψ）

下の図は，base curveを円とした際の例である．

　

図 3: ψ = π
6 , a = 1, r = 2

　

図 4: ψ = π
6 , a = 1, r = 4

円織面に関するいくつかの考察

下の図は，base curveを常螺旋（helix）とした際の例である．

図 5: 左：ψ = π
4 , a = 1, κ = 1

2 , τ = 1
2（a = 1

tanψ − κ
tanψ + τ)

図 6: 右：ψ = π
6 , a = 1, κ = 1

10 , τ = 3
10（a < 1

tanψ − κ
tanψ + τ）

2.2 ある種の円織面が特異点をもたないための必要十分条件
対象とするのは，γ′(t)と a3(t)方向が必ずしも一致しない円織面であり，a3を自由に動かすこ

とを考え，その時にできる円織面が曲面として成り立つための条件を調べる．
base curveを弧長パラメータ tを用いて，γ(t) =

(
x(t), y(t), z(t)

)
とすれば，前章 2.1と同様に計

算によって (2.1.1)を得る．また，a3(t) = a(t)e1(t)+b(t)e2(t)+c(t)e3(t)とおく．ここで，a3(t)は
単位ベクトルとして考えているので，a(t)2 + b(t)2 + c(t)2 = 1となる．

定理 2 　 a3(t) = a(t)e1(t) + b(t)e2(t) + c(t)e3(t)のとき，以下の式をみたすならば，滑らかな円
織面（はめ込み）となる．

−{1− a(t)2}{b′(t)− τ(t)c(t)} − a(t)b(t)a′(t) + a(t)c(t){1− a(t)2}
1
2 − κ(t)a(t)c(t)2 ̸=0

or

−{1− a(t)2}{c′(t) + τ(t)b(t)}+ a(t)c(t)a′(t)− a(t)b(t){1− a(t)2}
1
2 + κ(t)a(t)b(t)c(t) ̸=0

証明 a3(t)と e1(t)によって作られる平面上のベクトルは，実定数 α, β を用いて，次のように表
すことができる（ここでは e1のように，助変数を省略する）．

αa3(t) + βe1 (2.2.1)

そして，このベクトルが a3と垂直になるように α, βの値を定める．a3(t)·e1 = a(t)となるから，

a3·(αa3(t) + βe1) = 0

α|a3(t)|2 + β{a3(t)·e1} = 0

α+ βa(t) = 0

α = −βa(t)

よって，a3(t)に垂直なベクトルは−βa(t)a3(t) + βe1となる．大きさを求めると，

| − βa(t)a3(t) + βe1| =
√

β2a(t)2|a3(t)|2 − 2β2a(t){a3(t)·e1}+ β2|e1|2

= β
√
1− a(t)2
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したがって，a3(t)に垂直な単位ベクトル a1(t)は，次のように表すことができる．

a1(t) =
1

β
√
1− a(t)2

{−βa(t)a3(t) + βe1}

=
1√

1− a(t)2
[{1− a(t)2}e1 − a(t)b(t)e2 − a(t)c(t)e3]

(2.2.2)

最後に a2(t)を，a2(t)·a2(t) = 1, a2(t)·a1(t) = 0, a2(t)·a3(t) = 0となるように定める．すると，

a2(t) =
1√

1− a(t)2
{a3(t)×a1(t)} =

1√
1− a(t)2

{c(t)e2 − b(t)e3} (2.2.3)

したがって，円織面は次のように表すことができる．

V (t, θ) = γ(t)+
cos θ√
1− a(t)2

[{1−a(t)2}e1−a(t)b(t)e2−a(t)c(t)e3]+
sin θ√
1− a(t)2

{c(t)e2−b(t)e3}

(2.2.4)

このとき，Vt, Vθにおいて，sin θ = 1(cos θ = 0)とすれば（ここでは a, b, c, κ, τ のように，助変数
を省略する），

Vt =
{(1− a2)

3
2 − κ(1− a2)c}e1 + {(1− a2)(c′ + τb)− aca′}e2 + {(1− a2)(−b′ + τc) + aba′}e3

(1− a2)
3
2

Vθ = −(1− a2)e1 − abe2 − ace3√
1− a2

(2.2.5)

外積 Vt×Vθを計算すると，

Vt×Vθ =
1

(1− a2)2
[a{−b(1− a2)(b′ − τc) + ab2a′ − c(1− a2)(c′ + τb) + ac2a′}e1

+ (1− a2){−(1− a2)(b′ − τc)− aba′ + (1− a2)
1
2ac− κac2}e2

+ (1− a2){−(1− a2)(c′ + τb) + aca′ − (1− a2)
1
2ab− κabc}e3

(2.2.6)

そして，Vt×Vθ = 0を考えると，e1, e2, e3は線形独立なので，

a{−b(1− a2)(b′ − τc) + ab2a′ − c(1− a2)(c′ + τb) + ac2a′} = 0 (2.2.7)

−(1− a2)(b′ − τc)− aba′ + (1− a2)
1
2ac− κac2 = 0 (2.2.8)

−(1− a2)(c′ + τb) + aca′ − (1− a2)
1
2ab− κabc = 0 (2.2.9)

ここで，(2.2.7)について整理をすると，

a{−b(1− a2)(b′ − τc) + ab2a′ − c(1− a2)(c′ + τb) + ac2a′} = aa′ + bb′ + cc′

= a3·a′3 = 0

となるので，(2.2.7)は考えなくてよい．ゆえに，base curveが空間曲線であり，a3を自由にとる
場合，滑らかな円織面となるためには，以下の式をみたせばよい．

−{1− a(t)2}{b′(t)− τ(t)c(t)} − a(t)b(t)a′(t) + a(t)c(t){1− a(t)2}
1
2 − κ(t)a(t)c(t)2 ̸=0

or

−{1− a(t)2}{c′(t) + τ(t)b(t)}+ a(t)c(t)a′(t)− a(t)b(t){1− a(t)2}
1
2 + κ(t)a(t)b(t)c(t) ̸=0

�

円織面に関するいくつかの考察

3 二重円織面と二次曲面

3.1 二重円織面に関する性質
円織面M が「性質P」をもつということを，「M における任意の円を含む平面 πについて，πに
平行な平面でのM の切り口が円であり，base curve(円の中心の軌跡) が直線 (線分)である．」と
いう性質をもつことと定義する．例えば，円柱が性質 Pをもつことは明らかである．
ここで，円織面上の任意の点において，その点を通り曲面に含まれるちょうど２つの円をもつ

ものを二重円織面とすれば，次のようなことがいえる．

定理 3 二重円織面M が性質 Pをもつならば，M は二次曲面である．

証明 二重円織面において，円C1（C2）に平行な円の中心によりできる直線を l1(l2)とする．そし
て，l1上のある点O1において，その点を中心とする円ができる平面で切る．すると，この円と交
点をもつ l2の点を中心とする円が存在して，交点を結ぶことでできる弦を考えると，その弦の中
心は同一直線上にあり，O1を通る．このとき，ある弦ABを作っている l2の円に注目すると，同
様のことがいえる．ゆえに，l1と l2は同一平面上にあることがわかる．

図 7: 弦AB付近の様子

まず，２本の直線が交点Oをもつ場合について考える．Oを中心とする２つの円C1, C2が存在
するので，その半径は等しいことがわかる．すると，点Oを通る線対称の軸が２本存在する．こ
こで，l1と l2が同じ軸に関して線対称でないと仮定する．すると，それぞれの中点が l1，l2上を動
くとき，一方の円の半径は大きくなり，他方の円の半径は小さくなる．このとき，他の円と交点
をもたない円が存在するので，二重円織面の定義に矛盾が生じる．したがって，l1と l2も同じ軸
に関して線対称となる．

l1から l2への角を α，C1を含む平面から C2を含む平面への角を βとおく．ここで，反時計回
りであれば正，時計回りであれば負というように符号を与える．このとき，β > 0と仮定すると，
C1を含む平面と l1の角 θは，

θ =
α

2
+

π − β

2
(3.1.1)

とおくことができる．ここで，0 < θ < π
2 とする．αの符号で場合分けを行う．

まず，α > 0の場合について考える．C1を固定した状態で C2を動かしていくと，C1と１個の
共有点をもつ円 C ′

2ができる（C2 ∥ C ′
2）．このとき，C2の半径より C ′

2の半径の方が小さくなる．
すると，C2 から C ′

2 へと半径を変えながら平行移動していく際に l1 と交点をもつ円が存在して，
この交点が直線の端点だということがわかる．同様に考えれば，三角形の合同により，点Oから
各端点までの距離はすべて等しいことがわかる．このとき，C1, C2は端点に向かっていくことで
半径が単調減少し，端点で半径 0となる．したがって，この二重円織面は，直線の端点を臍点と
する楕円面に一致する．
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したがって，a3(t)に垂直な単位ベクトル a1(t)は，次のように表すことができる．

a1(t) =
1

β
√
1− a(t)2

{−βa(t)a3(t) + βe1}

=
1√

1− a(t)2
[{1− a(t)2}e1 − a(t)b(t)e2 − a(t)c(t)e3]

(2.2.2)

最後に a2(t)を，a2(t)·a2(t) = 1, a2(t)·a1(t) = 0, a2(t)·a3(t) = 0となるように定める．すると，

a2(t) =
1√

1− a(t)2
{a3(t)×a1(t)} =

1√
1− a(t)2

{c(t)e2 − b(t)e3} (2.2.3)

したがって，円織面は次のように表すことができる．

V (t, θ) = γ(t)+
cos θ√
1− a(t)2

[{1−a(t)2}e1−a(t)b(t)e2−a(t)c(t)e3]+
sin θ√
1− a(t)2

{c(t)e2−b(t)e3}

(2.2.4)

このとき，Vt, Vθにおいて，sin θ = 1(cos θ = 0)とすれば（ここでは a, b, c, κ, τ のように，助変数
を省略する），

Vt =
{(1− a2)

3
2 − κ(1− a2)c}e1 + {(1− a2)(c′ + τb)− aca′}e2 + {(1− a2)(−b′ + τc) + aba′}e3

(1− a2)
3
2

Vθ = −(1− a2)e1 − abe2 − ace3√
1− a2

(2.2.5)

外積 Vt×Vθを計算すると，

Vt×Vθ =
1

(1− a2)2
[a{−b(1− a2)(b′ − τc) + ab2a′ − c(1− a2)(c′ + τb) + ac2a′}e1

+ (1− a2){−(1− a2)(b′ − τc)− aba′ + (1− a2)
1
2ac− κac2}e2

+ (1− a2){−(1− a2)(c′ + τb) + aca′ − (1− a2)
1
2ab− κabc}e3

(2.2.6)

そして，Vt×Vθ = 0を考えると，e1, e2, e3は線形独立なので，

a{−b(1− a2)(b′ − τc) + ab2a′ − c(1− a2)(c′ + τb) + ac2a′} = 0 (2.2.7)

−(1− a2)(b′ − τc)− aba′ + (1− a2)
1
2ac− κac2 = 0 (2.2.8)

−(1− a2)(c′ + τb) + aca′ − (1− a2)
1
2ab− κabc = 0 (2.2.9)

ここで，(2.2.7)について整理をすると，

a{−b(1− a2)(b′ − τc) + ab2a′ − c(1− a2)(c′ + τb) + ac2a′} = aa′ + bb′ + cc′

= a3·a′3 = 0

となるので，(2.2.7)は考えなくてよい．ゆえに，base curveが空間曲線であり，a3を自由にとる
場合，滑らかな円織面となるためには，以下の式をみたせばよい．

−{1− a(t)2}{b′(t)− τ(t)c(t)} − a(t)b(t)a′(t) + a(t)c(t){1− a(t)2}
1
2 − κ(t)a(t)c(t)2 ̸=0

or

−{1− a(t)2}{c′(t) + τ(t)b(t)}+ a(t)c(t)a′(t)− a(t)b(t){1− a(t)2}
1
2 + κ(t)a(t)b(t)c(t) ̸=0

�

円織面に関するいくつかの考察

3 二重円織面と二次曲面

3.1 二重円織面に関する性質
円織面M が「性質P」をもつということを，「M における任意の円を含む平面 πについて，πに
平行な平面でのM の切り口が円であり，base curve(円の中心の軌跡) が直線 (線分)である．」と
いう性質をもつことと定義する．例えば，円柱が性質 Pをもつことは明らかである．
ここで，円織面上の任意の点において，その点を通り曲面に含まれるちょうど２つの円をもつ
ものを二重円織面とすれば，次のようなことがいえる．

定理 3 二重円織面M が性質 Pをもつならば，M は二次曲面である．

証明 二重円織面において，円C1（C2）に平行な円の中心によりできる直線を l1(l2)とする．そし
て，l1上のある点O1において，その点を中心とする円ができる平面で切る．すると，この円と交
点をもつ l2の点を中心とする円が存在して，交点を結ぶことでできる弦を考えると，その弦の中
心は同一直線上にあり，O1を通る．このとき，ある弦ABを作っている l2の円に注目すると，同
様のことがいえる．ゆえに，l1と l2は同一平面上にあることがわかる．

図 7: 弦AB付近の様子

まず，２本の直線が交点Oをもつ場合について考える．Oを中心とする２つの円C1, C2が存在
するので，その半径は等しいことがわかる．すると，点Oを通る線対称の軸が２本存在する．こ
こで，l1と l2が同じ軸に関して線対称でないと仮定する．すると，それぞれの中点が l1，l2上を動
くとき，一方の円の半径は大きくなり，他方の円の半径は小さくなる．このとき，他の円と交点
をもたない円が存在するので，二重円織面の定義に矛盾が生じる．したがって，l1と l2も同じ軸
に関して線対称となる．

l1から l2への角を α，C1を含む平面から C2を含む平面への角を βとおく．ここで，反時計回
りであれば正，時計回りであれば負というように符号を与える．このとき，β > 0と仮定すると，
C1を含む平面と l1の角 θは，

θ =
α

2
+

π − β

2
(3.1.1)

とおくことができる．ここで，0 < θ < π
2 とする．αの符号で場合分けを行う．

まず，α > 0の場合について考える．C1を固定した状態で C2を動かしていくと，C1と１個の
共有点をもつ円 C ′

2ができる（C2 ∥ C ′
2）．このとき，C2の半径より C ′

2の半径の方が小さくなる．
すると，C2 から C ′

2 へと半径を変えながら平行移動していく際に l1 と交点をもつ円が存在して，
この交点が直線の端点だということがわかる．同様に考えれば，三角形の合同により，点Oから
各端点までの距離はすべて等しいことがわかる．このとき，C1, C2は端点に向かっていくことで
半径が単調減少し，端点で半径 0となる．したがって，この二重円織面は，直線の端点を臍点と
する楕円面に一致する．
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ここで，α = π
2 かつ β = π

2 の場合，θ = π
2 となり，この二重円織面が球面と一致することは明

らかである．

次に，α = 0の場合について考える．このとき，l1と l2は一致するので，C ′
2の半径は C2の半

径と等しい．つまり，この二重円織面は base curveが直線で，半径が一定の円織面となる．また，
楕円柱ともいえる．

そして，α < 0の場合について考える．このとき，半径は単調増加するので，C1の半径が最小
であり，直線と交点をもつ円は存在しない．したがって，この二重円織面は，一葉双曲面と一致
する．

図 8: αの符号による場合分けの様子

次に，２本の直線が交点をもたない場合について考える．直線の位置関係で場合分けを行う．
まず，l1 ∥ l2の場合について考える．交点をもつ場合と同様に考えれば，l1（l2）と交点をもつ

l2（l1）上の点を中心とする円が存在する．円は端点に向かって半径が単調減少するので，直径の
両端の点は放物線を描く．すると，対称性から２つの放物線は等しいことがわかる．したがって，
この二重円織面は楕円放物面と一致する．

次に，l1 ∦ l2の場合について考える．この場合も同様に，端点が１つずつ存在して，l1, l2上の
点を中心とする円は，それぞれの端点に向かって半径が単調減少する．このとき，直径の両端の
点は双曲線を描く．すると，対称性から２つの双曲線は等しいことがわかる．したがって，この
二重円織面は二葉双曲面の一部と一致する．

図 9: 直線の位置関係による場合分けの様子

以上のことから，二重円織面M が性質Ｐをもつとき，M は二次曲面であることがいえる．�

円織面に関するいくつかの考察

3.2 二重円織面の例
楕円面の方程式

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (3.2.1)

において，a > b > cとする．
ここで，楕円面において xy平面の楕円から yz平面の楕円へと連続的に変化させることを考え

る．このとき，xy平面での長軸となる長さ aを短くして，yz平面の短軸となる長さ cにするのだ
が，a > b > cより，長さが bとなる瞬間が存在する．つまり，この楕円面は半径 bの円を含んで
いることがわかる．
zx平面の第１象限について考える．すると楕円の一部が描かれるのだが，中心からの距離が bと
なる点 Pにおいて，OPと x軸とのなす角を θとすれば，点 Pの座標は，(x, z) = (b cos θ, b sin θ)

と表すことができる．また，zx平面上の楕円の方程式は x2

a2
+ z2

c2
= 1となることから，

tan θ =
c

a

√
a2 − b2

b2 − c2
(3.2.2)

となり，これはOPの傾きを表している．このとき，円を含む平面は次のように表される．

P (u, v) =

(
a

b

√
a2 − c2

b2 − c2
u , v ,

c

b

√
a2 − b2

a2 − c2

)
(3.2.3)

この平面を，x軸に沿って平行移動させることを考えると，実数 kを用いて

P (u, v) =

(
a

b

√
a2 − c2

b2 − c2
u+ k , v ,

c

b

√
a2 − b2

a2 − c2

)
(3.2.4)

と表すことができる．これを楕円面の方程式に代入すると，
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+
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{
c

b

√
a2 − b2

a2 − c2
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= 1 (3.2.5)

整理すれば， {
u+

b
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√
b2 − c2

a2 − c2
k

}
+ v2 =

b2

a2

{
a2(a2 − c2)− (a2 − b2)k2

a2 − c2

}
(3.2.6)

これは，平面P での切り口が円になっていることを示している．また円の中心は同一直線上にあり，

z = −c

b

√
b2 − c2

a2 − c2
x (3.2.7)

と表される．同様に考えると，このような直線がもう一本存在することがわかる．

図 10: zx平面による断面図
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ここで，α = π
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2 となり，この二重円織面が球面と一致することは明
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4 おわりに

今回はまず，円織面が自己交叉をもたず，滑らかな曲面になるための条件についての研究結果
を述べた．しかし，a3(t)を自由に動かすという条件の下では，滑らかな曲面となるための条件し
か出せておらず，自己交叉をもたない条件を見つけることが今後の課題となっている．また，定
数半径の円織面についてしか言及していないので，半径にパラメータを与えたときの条件に関し
ても考察を行う．
次に，二重円織面についての研究結果を述べた．今回は二重円織面に条件を加えて，二次曲面

のみという結果を得たが，単連結のすべての二重円織面は二次曲面であるという予想についても
今後の課題である．
また，線織面や円織面に関して，空間図形を直線や平面図形の運動によって構成されるものを

捉えることは中学校学習指導要領 ([13])でも以前から目標とされており，教科書（[14],[15]）でも
線を動かしてできる立体が紹介されている．さらに，平成 20年度に行われた中学校学習指導要領
の改訂に伴い，第一学年の「B 図形」分野において，平面図形の移動についての内容が取り扱わ
れるようになり，このような空間図形の研究は，学校現場においてもその重要性が増しているも
のと思われる．
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