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自然の結晶でおこる光の負屈折現象の波動光学序論 
黒田 規敬

† 

透磁率と誘電率がどちらも負の値をもつよう作られたメタマテリアルで光の屈折率が負

値になり，波動としての光波とエネルギー流としての光線が互いに逆方向に伝播することが近

年明らかになったが，類似の負屈折現象が異方性の強い自然の結晶でも起こり得ることが理論

的に予見されている．その上，ある場合には光波が正の屈折率で屈折するにもかかわらず，光

線があたかも負の屈折率に従うかのように偏向して伝播する，カウンターポジションと呼ばれ

る現象が起こり得ることが知られている．本稿では単軸異方性をもつ光学結晶についてそのよ

うな特異な波動光学特性を，誘電率テンソルに基づいて系統的に解明した研究結果を解説する．

また，実際にその結果をサファイアの異方的な格子振動による多モードの異常誘電分散に適用

し，負屈折およびカウンターポジションにおいて光波と光線がどのように振る舞うかを明らか

にするとともに，ポインティングベクトルのスペクトルを求めることにより，それぞれの場合

に光線がどのように結晶中に進入していくかを検証した研究についても詳しく述べる． 

 

1. はじめに 

2001 年にカリフォルニア大のシェルビーら

[1]は特殊な複合媒質を用いることにより，ソ連レ

ベデフ物理学研究所のベセラゴが 1968 年に理論

的に予言していた [2] ，光の負屈折 (negative 

refraction) の現象をマイクロ波で実証した．通常，

光は光源から放射されて媒質中に伝播していく

が，負屈折をおこす媒質では光は暗黒から光源に

向って進行してくるという．これは光についての

通念を根本的に覆すため，シェルビーらの研究は

世界の科学界に大きなインパクトをもたらした．

彼らが用いた複合媒質は英国インペリアルカレ

ッジのペンドリーらが提案していたもの[3]を元

にして，シェルビーと同じカリフォルニア大グル

ープのスミスらが 2000 年に作成に成功した[4]も

のである．ペンドリーはさらに，負の屈折率をも

った平板媒質は収差のないレンズの作用をする

ために，光の波長よりも微細な物体を識別するこ

とができることを論じ，これをスーパーレンズあ

るいはパーフェクトレンズと呼んだ[5]． 

ここで光の屈折のしくみを思い返しておこ

う．光は波動として空間を伝わる高周波の電磁場

である．真空中では周波数によらず一定速度 c0 = 

3×108 m/s で伝わるが，媒質の中では周波数が同じ

でも，速度と波長は媒質によって変わる．均質な

媒質では，光の速度 v と波長 λ は  

  n
v
c

==
λ
λ00        (1) 

という共通の比例関係をもつ．ここでλ0 はこの

光と同じ周波数で真空中を伝わる光の波長を表

す．c0/λ0 が周波数である．係数 n は媒質で決ま

り，光の速度と波長が真空のときの 1/n になる．

その結果，接触した二つの異なる媒質の境界面か

ら進入した光は特定の方向に折れ曲がって進行

して行く．折れ曲がる角度は，境界面上のどこに

おいても，入射光と透過光の波面の位相が同じで

あるということで決まる．つまり，一つの光波が

境界面に入射したとき，その波の節は波長と入射

角で決まる一定の繰り返し間隔で境界面上に縞

状に並んで移動して行くが，その時それらの節は

透過波の節にもなっている．節だけでなく，腹や

その他のどの位相状態についても同じことが言

える．このため，いま，入射側と透過側の媒質の

n をそれぞれ ni，nt と書き，入射角と屈折角をそ
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れぞれθi，θt とすると，それらの間に 

     ni sinθi = nt sinθt           (2) 

という関係が成り立つ．このことから，n は媒質

の屈折率と呼ばれ，式(2)はスネル則(Snell’s law)

としてよく知られている． 

レンズを用いると光の屈折効果で光線を絞

ったり，また，離れた物体の影像を結ばせること

ができる．レンズは透明な光学材料を凸面または

凹面の形状に加工して作られるが，ある場合には

平行平板を用いても結像させることができるこ

とをベセラゴは上に引用した研究[2]で論じた．あ

る場合とはその物質が負の屈折率をもつ，つまり，

式(1)において v, λ の値が負となる場合である．こ

れは屈折光が平板の奥から境界面に向けて逆行

して進むことを意味している．冒頭で負屈折を起

こす媒質では光が暗黒から光源に向って進行し

てくると述べたのはこの状況を指している．光は

平板の反対側の面でまた向きを反転させて負の

屈折率で出射し，進んでいく．この性質を利用し

て，平板の前に置いた物体の実像を結ばせること

ができる．これがスーパーレンズである
§
．さらに，

ドップラーシフトやチェレンコフ効果も逆にな

るという，既成の物理学の概念を覆す事態が予想

されたが，当時は負の屈折率をもつ物質が実在し

なかったために，ベセラゴの研究は多くの関心を

集めなかった．アルメニア・エレバン州立大のエ

リツィアンが実際の結晶でも異方性があれば類

似の現象が起こり得ることを指摘した[6]が，やは

り強い関心がもたれなかった． 

冒頭で述べた実験でシェルビーらが用いた

複合媒質は，銅の細線と外径 5 mm 程度の銅の分

割リング共振器を光リソグラフィー技術によっ

て薄いボードの表裏に等間隔に配列させて形成

した後，それらを重ね合わせたものである．この 

 

ような，新しい機能性をもたせることを意図して

作られた人工的な複合材料がメタマテリアル

(metamaterial)と呼ばれるようになり，負屈折メタ

マテリアルは世界中の多くの光科学者の関心を

集めることとなった．以来，配列させた金属ロッ

ドや，フォトニック結晶，グラフェンシート，キ

ラル体，さらには半導体超格子なども包含して盛

んに研究されている． 

負屈折メタマテリアルの出現は直ちに異方

性結晶への関心も喚起し，エリツィアンのアイデ

アを拡張して，結晶学的に異なる種々の結晶面に

対する直線偏光入射の屈折特性が世界の各地で

検討された[7,8]．異方性結晶では光学誘電率も異

方性をもつ．それらのうち，異なる光学主軸方向

で誘電率の値の正負が異なるような結晶で，メタ

マテリアルに類似した負屈折などが現れ得るこ

とが論じられた[9-15]．  

メタマテリアルについては優れた英文レビ

ューがいくつかあり[16,17]，邦文でも単行本[18]

や応用研究の解説が多数ある[19-24]．しかしなが

ら，異方性結晶では屈折の形態が多様で変化に富

むにもかかわらず，英文，邦文ともにまだほとん

どレビュー記事がない．光学結晶の利点は赤外か

ら可視光にわたる，文字通り光の領域でこれまで

知られていなかった興味深い現象が起こること

である．そこで次章で波動光学におけるいくつか

の基礎概念を導入すると共にメタマテリアルで

の負屈折の概要を紹介した後，3 章以降で，自然

の異方性結晶において起こる特異な屈折特性を，

サファイアとして知られる三方晶のα-Al2O3 結晶

について行った筆者らの研究の結果[15]を中心に

して具体的に述べよう．   

 

2. メタマテリアルで負の屈折が生じる理由 

光が伝える電場の強さをベクトル E とし，

磁場の強さをベクトル H とすると，E と H は常§スーパーレンズには負屈折体の光学反射特性も重要
な要素となる．稿末付録 A6，A7 で負屈折体を含む磁
性誘電体の光反射率について述べる． 
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に一体で媒質中を伝わり，その波動は平面波

(plane wave) 

    )](iexp[ tω−⋅= rkEE ，      (3a)  

    )](iexp[ tω−⋅= rkHH ，     (3b) 

でよく表すことができる．ここで  E と H は一定

強さの電場および磁場ベクトルであり，k，r，ω 

および t はそれぞれ，波数ベクトル(wave vector)，

位置ベクトル，角周波数および時刻である．光が

進む方向の単位ベクトルを u として，波数ベクト

ル k は 

     uk
λ
π2

= ,               (4) 

と定義される．式(1)を用いて式(4)は 

        nk
0

π2
λ

=  ,  n = nu    (5) 

と書き変えることができる．n は屈折率のベクト

ル表示である．3 章以降で詳しく述べるように，

異方性結晶では，n は光の周波数だけでなく，進

行方向と偏光にも依存する． 

図 1 のように，任意の k について，それに

垂直な一つの面と空間の原点との間の垂直距離

を r0 とすると，面の上のどの位置についても

0kr=⋅ rk (= 一定)であるから，E, H は面上のど

こでも同じ位相で一様に振動している．式(3)の波

動が平面波と呼ばれるのはこのためであり，n が

位相平面の進む向きと速度を規定する．式(3)より

その速度 dr0/dt は ω/k に等しく，これを位相速

度(phase velocity)という．c0 と v はこの位相速度

に他ならない．   

波数ベクトルkは一つの波動の進む方向と

その方向の単位距離当りの波の繰返し頻度(= 波

数)を規定するが，波動の量子性に由来して，もう

一つの重要な意味をもっている．つまり，一般に

波動は粒子の性格を併せもっている．いま，プラ

ンク定数を h として h/2π =h とすると，一つの波

は hω のエネルギーをもって hk の運動量で動い

ている粒子の集団とみなすことができる．実際の

粒子と違ってこの粒子は質量と大きさをもたな

いが，エネルギーと運動量はそれぞれに実際の粒

子と同じ保存則にしたがう．この状態を準粒子と

いい，光の場合，光量子または光子(photon, フォ

トン)と呼ばれる．力学によれば，一つの剛体球が

滑らかな壁に斜めに衝突したとき，運動量の正接

成分(壁面に平行な成分) は保存される．式(2)のス

ネル則は異質な二つの媒体の間の境界面を通り

抜ける光量子についてこの保存則を表している

わけである．当然，境界面で反射する光量子につ

いても同じ保存則が成り立ち，反射角が入射角に

等しいという，もう一つのスネル則を与える． 

電磁気学によれば，実電荷がなく，電流も

流れない媒質中の交流電磁場は次のマックスウ

ェル方程式 

          rot E 
tt ∂

∂
−=

∂
∂

−=
ΗB

0ˆµµ ,    (6a) 

      
tt ∂

∂
=

∂
∂

=
EDH 0ˆrot εε          (6b) 

に従う．ここで εµ ˆ  ,ˆ は媒質の比透磁率および比

誘電率をそれぞれ表す．これらは一般に，電場ま

たは磁場の方向と，それらの外場による誘導 D, B
の方向との，二つの方向で指定される 2 階のテン

E 

H 
O

k 

r 

図 1  k に垂直な平面上の位置 r における

E および H. 
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ソル量である．µ0, ε0 はそれぞれ，真空の透磁率

と誘電率であり， 000/1 c=εµ である．式(6a)，

(6b)に式(3a)，(3b)の E, H を代入すれば 

      HEk 0ˆµµω=× ,         (7a)  

      EkH 0ε̂εω=× ，        (7b) 

が求まる．記号×はベクトル積を意味する． 

物質によって光の屈折率がさまざまに変わ

る理由を理解するために，この章では等方的な物

質を考えよう．等方媒質では比透磁率と比誘電率

はどちらもスカラーとなり，ほとんどの場合それ

らは正の値をとる．そこでこれらを単にµ，ε と
書き，µ > 0，ε  > 0 としよう．そうすると，式(7a)，

(7b)より，k×E // H， H×k // E であるから，実

数部と虚数部のどちらについても，E，H，k は

互いに直交した右手系をつくることが分かる．式

(7a) の H を式(7b) に代入し， 0=⋅ kE であるこ

とを考慮して整理すると 

       2
0

2 kk µε= ，
00

0
π2

λ
ω

==
c

k      (8) 

が導かれる．式(5)との比較より，明らかに 

            µε=2n             (9) 

である．このようにして，屈折率は光による媒質

内での電磁誘導に起因することが分かる． 

n は通常正の値で定義される．しかし，も

しもある媒質でµ > 0 であるがε < 0 であり，また，

別の媒質でε > 0 であるがµ < 0 のとき，光は媒質

中を伝播することができない．なぜなら，前者で

は式(7a) に応じて k×E とH が平行で同じ向き

に保たれても，式 (7b) に反して H×k とεE が互

いに反平行になり，また後者では，式(7b) に応じ

て H×k と E が同じ方向に向くと k×E とµH が

反平行となって式(7a) に反するからである．この

とき，いずれの媒質でも，式(9)より分かるように，

n は虚数となっている． 

これに対して，ベセラゴはµ，ε のいずれも

が負の値ならば，片方のみが負のときに生じる齟

齬が解消され，E, H, k は直交左手系となって再

び光として媒質中を伝播することができるとい

う，これまでの電磁気学や波動光学，あるいは結

晶光学で見過ごされてきた，驚くべき事実に気づ

いた．この直交左手系は直交右手系での k の方向

が反転したものであり，現実の直交右手系でそれ

は n < 0 に見えることを意味する．そこで µ，ε 
の値の正負にかかわらず成り立つよう，式(7a)お

よび(7b)に基づいて式(9)の解を求めると，n は 

        εµ=n         (10) 

と表されるべきであることが分かる．数学的証明

は本稿末尾に記載の付録 A1 に記した．  

正屈折と負屈折の比較を図 2 に示す．図

2(a)が通常の正屈折であるが，いま，屈折率が正

の媒質から負の媒質に光が斜入射したとすれば，

図 2(b) のように，入射位置から見た屈折光の位相

速度が負となって，k の垂直成分が入射光とは逆

向きになると同時に，式(2)のスネル則により，屈

 

<S(i)> 

  

k(i) 

<S(i)>
k(i)

<S(t)>  k(t)
<S(t)> 

x x

z z
(b) (a)

k(t) 

図 2 等方媒質での正屈折(a)と負屈折(b)．波数ベ

クトル k (緑矢印)と時間平均ポインティングベ

クトル<S> (赤矢印)の肩付添字(i)，(r)および(t)
はそれぞれ入射光，反射光，および屈折光を表す．

k(r) 
<S(r)> <S(r)> 

k(r) 
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折角も負になる．正負屈折いずれの場合でも，前

に述べた k の正接成分の保存則のため，斜入射し

た光波が境界面で後方に折り返して進入して行

くように屈折することはない． 

ここで，光波(wave)と光線(ray)の違いに留意

しておこう．われわれが目で感じる「光」は式(3)

の光波そのものではなく，光波によって運ばれる

光のエネルギーの流れであり，通常これを光線と

言っている．つまり，水流が水分子の集団の流れ

であるように，光量子の集団の流れが光線である．

この流れはポインティングベクトル (Poynting 

vector) S = E×H で与えられ，交流電力の場合[25]

と同様に，高周波で振動的に変動する実の E と実

の H のベクトル積の時間平均 

       >×>=<< HES ReRe   

       *)Re(
2
1        HE ×=        (11) 

が実際的な光の強さである．*は複素共役をとる

ことを意味する．E の単位が V(ボルト)/m，H の

単位が A(アンペア)/m であるから，<S> は光線

に垂直な単位断面積を横切って単位時間に流れ

る平均のエネルギー，W(ワット)/m2
，である． 

<S> が E と H* のベクトル積で与えられ

ることから明らかなように，光線は常に E，H*
と共に，それらのベクトルがつくる面に垂直に右

ねじの方向に進む．したがって，負屈折のときに

も屈折光の光線は第 2 媒質内に進入していく．先

に述べたように，等方的な負屈折媒質ではE, H, k
は直交左手系となるので，<S> の方向はちょうど

k と反平行となる．その結果，図 2(b) の <S(t)> が

示すように，進入した光線は入射した向きとは逆

の方向に折れて後ろ向きに進む．この点で正屈折

と根本的に異なっている． 

以上が等方媒体でおこる負屈折の基本原理

の概要である．次章ではサファイアのような単軸

異方性結晶に拡張して光の屈折を考察しよう． 

3. 単軸異方性結晶 

3.1 主光学配置での光波の分散関係 

多くの光学材料は三方晶系，正方晶系，六

方晶系などの結晶構造をもち，それらは単軸結晶

に属する．単軸結晶の εµ ˆ  ,ˆ は c 軸を z 方向とし

た直交座標系で次のように書ける． 

         
















= ⊥

⊥

||00
00
00

ˆ
µ

µ
µ

µ ，       (12a)  

  

         
















= ⊥

⊥

||00
00
00

ˆ
ε

ε
ε

ε ．        (12b) 

ここで添字の || は外場と誘導が共に c 軸方向を

向いていることを表し，⊥ はそれらが共に c 軸に

垂直であることを表す． 

いま，c 軸に垂直な面または c 軸に平行な面

で平らにカットされた単軸結晶が図 3 のように，

そのカット面で，均質で透明な媒体に接している

とし，その接触面に媒体側から直線偏光の光が主

光学配置(principal optical configuration)で入射した

場合を考察しよう．結晶の異方性の役割を明確に

するために，ここでは結晶に接した媒体は等方的

であるとする．直線偏光とは E ベクトルが特定の

方向に平行な向きで振動する光である．また，主

光学配置は図 3 に示した直交座標軸 x, y, z のどれ

か一つの方向に結晶の c 軸を向けた配置を指す．

したがって，どの配置でも εµ ˆ  ,ˆ のテンソルは式

(12a)，(12b)で µ|| と µ⊥ および ε|| と ε⊥ を入

れ替えた，対角型となる．これらの配置は sxz ま

たは pxz と表される．s は E ベクトルが入射面に

垂直な TE 偏光を，そして p は E ベクトルが入射

面内にある TM 偏光を，それぞれ表している．一
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方，x, z は入射面が立つ方位と結晶表面に垂直な

方位を，それぞれ指定する．単軸結晶は c 軸の周

りの回転に対して光学的に対称なので，c 面内の

どの方向も a 軸と同等とみなすことができる．そ

のため，主光学配置は sac，pac，saa，paa，sca, 

および pca の 6 通りある． 

2 章で見たように，等方媒体中では E と H
が直交しているので，入射光の E が入射面に垂直

に偏光していれば，H は入射面内にある．また，

E が入射面内にあるとき H は入射面に垂直にな

っている．電磁気学上の連続性によれば，１つの

媒体から別の媒質に光が入射するとき，E と H の

どちらについても，境界面に平行な成分は境界面

の表裏で同じ値をとる．したがって，主光学配置

では入射光の偏光性が結晶中でも保たれ，そのた

め図 3 のように，透過面は入射面と同一の平面と

なる．そこで結晶の εµ ˆ  ,ˆ  の対角要素の指標をそ

れぞれに対応する座標軸 x, y, z に書き替えて式

(7a)および(7b)に適用すると，s 偏光配置では 

         y
x

z

z

x

c
kk εω
µµ

2

0

22

)(=+         (13) 

という関係式が得られ，p 偏光配置では 

          y
x

z

z

x

c
kk µω
εε

2

0

22

)(=+           (14) 

という関係式が得られる[付録 A2]． µx,y,z とεx,y,z

は物性量であるから，一般にω に依存する．その

結果，式(13), (14)を通して，それぞれの配置で k 
とω が互いに非直線的になる．あるω の領域での 

ω  と k  の関係がこのようにして決まる．これを

分散関係(dispersion relation)という． 

単軸結晶中を伝播する直線偏光の光は電気

モードと磁気モードに分けられる[26]．電気モー

ドは E が恒等的に 0 ではない c 方向成分をもつ光

であり，磁気モードは H が恒等的に 0 ではない c

方向成分をもつ光を指す．主光学配置では pac, 

saa, そして pca が電気モード，残りの sac,  paa, 

そして sca が磁気モードである．結晶光学で取

り扱う媒質はほとんどの場合非磁性であり，本稿

で扱うサファイアも非磁性物質なので，以下の考

察では µ̂ は単位テンソルとしよう． 

3.2 非磁性結晶中の光波と光線の関係 

非磁性物質の結晶光学では複屈折との関連

で ， 上 述 の 電 気 モ ー ド の 光 を 異 常 光 線 

(extraordinary ray) と呼び，磁気モードの光を常光

線 (ordinary ray) と呼ぶ．常光線の sac, sca，paa
配置では k がどの方向でもEは c軸に垂直である

から，式(7a), (7b)より，k，E,  H が直交右手系

をつくることが明らかである．このとき 

             ⊥= εn               (15) 

である．また異常光線でも，saa 配置では E は k

等方媒体 

単軸結晶 

k(i) k(r)

k(t) 

D(t) 

x

z 

θ r =θ i 

 

θ i 

θ t

E(t) θ t′ 

<S(t)> 

E(i), D(i) E(r), D(r) 

 <S(i)> <S(r)>

図 3 単軸結晶の平滑な表面に斜入射した p 偏

光の光の反射と屈折の模式図．図中各ベクトル

の肩に付けた添字(i), (r)および(t)はそれぞれ

入射光，反射光および透過光であることを示

す．各ベクトルの長さは任意に描かれている．
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の方向にかかわらず常に c 軸に平行に向いて H，

k と共に直交右手系をつくるから， 

             ||ε=n                 (16)  

である．これらの配置では <S> も k と平行にな

り，光線は光波と同じ方向に進む． 

一方，異常光線の pac と pca 配置では H
は結晶の(ac) 面に垂直で，kとEはどちらも (ac) 
面内にある．pac 配置でεz = ε||，εx = ε⊥，そして

pca 配置でεz = ε⊥，εx = ε||である． ||εε ≠⊥ である

から，どちらの配置でも zx εε ≠ である．そこで

ベクトル n の x, z 方向成分をそれぞれ nx, nzと書

けば，式(14)より  

              1
22

=+
x

z

z

x nn
εε

         (17a) 

という，フレネルの関係式が求まる．周波数を一

定値にとったときに点(nx, nz)が画く軌跡を等周

波数屈折率曲線と呼び，  

        01)(
22

=−+=
x

z

z

x nnf
εε

n      (17b) 

の曲線は，εx，εz の値の正負に応じて楕円または

双曲線になる．これより，異常光の n は屈折角に

よって変わり，つまりは入射角によって変ること

になる．  

pac と pca 配置で k と E の間の角度に注

目すると，式(7b)より，k と直交するのは電気誘

導 D であり，E は k と直交しない．つまり，こ

れら二つの配置では E, H および k はもはや直交

系を形成しない．E, H と直交するのは<S>である

から，k と<S>は平行とならない．異常光の k の

屈折角がθ t のとき，<S>が向く角度を図 3 の 'tθ と

すれば， ED 0ε̂ε= であることより， 'tθ は 

             tt tantan θ
ε
εθ

z

x' =           (18) 

で与えられることが見出される[付録 A3]．誘電能

の異方性によって光線の進路に偏り，つまり，偏

向 (deflection) が起こる．このように，異常光の

光線の進む方向がそれ自身の光波の進む方向と

異なることが異方性結晶の特徴の一つであり，多

様な屈折現象をもたらす要因となる．  

自然界の波動は通常，いろいろな周波数の

波の重ね合わせになっている．重ね合わされた波

の周波数帯域幅が中心周波数よりも十分小さく，

その帯域の範囲で分散曲線 ω(k) がよい直線性を

もつとき，個々の波の位相速度が違っていても拡

散することなく，一塊りの波となって進む[27, 28]．

これを波群(wave group)または波束(wave packet)

といい，光の場合それらの波群の流れが光線であ

る．波群が進む速度は中心周波数での  

           w = gradkω(k)          (19) 

で与えられ，これを群速度(group velocity)という．

結晶光学では光線速度といい，等周波数屈折率曲

線 f(n) = 0 の法線 gradn f(n) の方向を向く．p 偏

光配置では，式(14)の分散関係より，  

     
1

2

2

2
0

)}1(
2

                             

)1(
2

){(

−−

−+=

x

z

z

x

x

z

z

x

d
dk
d
dk

c

εω

εω
ω

εε
kkw

         

                                        (20) 

となる．式(18)を参照すれば，w の方向が<S>の

方向と一致することが確認できる．式(20)の両辺

について k との内積をとって整理すると，速度比  

           s
w
c

=0                 (21) 

について 

  

)cos(      

)}]1()1(){
2

(1[

tt

22

θθ
εωεω

ω

−×

+−=

'n
d
dn

d
dns

x
z

z
x

      

                      (22) 
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という表式が得られる．n の定義にならって  

                 )(
w

s ws =          (23) 

は光線屈折率ベクトルまたはエネルギー屈折率

ベクトルと呼ばれる[29]．ただし，文献[29]でボル

ンとウォルフは式(22)の中の微分項を考えていな

い．結晶光学では zx εε   , をω に依存しない定数と

想定して，しばしば微分項が除外されるが，後で

述べるように zx εε   , が分散をもっていれば微分

項がゼロではないので，実際の s は n よりも強い

ω 依存性を示すことになる． 

次節では平滑な結晶表面に任意の入射角で

斜入射した光が結晶中に進入するとき，どのよう

に屈折するかを調べよう． 
 

3.3 常光線と異常光線の屈折特性 

 −正屈折，負屈折，カウンターポジション− 

結晶に接した透明で等方的な媒質の屈折率

を式(2)のときと同じく ni と書いて ni > 0 とし，入

射角についても図 3 に描いた角度をθi > 0 としよ

う．また，結晶の屈折率 n に符号をもたせ，n > 0
でθ t > 0，n < 0 でθ t < 0 とする屈折角の取り方

と整合させるために，ここではθ t と 'tθ の範囲を

−90° から +90° までとしよう． 
そうすると，kx が保存されるので，nx が 

           ii sin θnnx =          (24) 

という正値で規定される．まず，常光線および saa
配置の異常光線では，3.2 で述べたように，n は入

射角によらずそれぞれ， ||  , εε ⊥ に等しいから，

屈折光の nz は常光線で 

           i
22

i sin θε nnz −= ⊥          (25) 

であり，saa 配置の異常光線で 

           i
22

i|| sin θε nnz −=          (26) 

である．明らかに，ε⊥ またはε|| が正値で i
22

i sin θn
より大きければ正屈折となるが，それよりも小さ

いと nz が虚数となるので，光は結晶中に進入して

行けずにすべて反射される．この現象は，水の中

やガラスの中を伝わる光が外に向けて表面に斜

入射したときに起る内部全反射 (total internal 

reflection)と物理的には同じであるが，ここでは光

は物質の外部から入射しているので，本稿では以

後これを STR (Snell’s Total Reflection) と呼ぶこ

とにする．また，ε⊥ またはε|| が負のときは入射角

に関わらず nz が虚数となって金属型の全反射[付

録 A4]を起こす．  
上でみたように，常光線と saa 配置の異常

光線では，nz は実数なら常に正の値をもつ．しか

し，pac および pca 配置での異常光線については，

式(17)からは nz が実数のとき，その値の正負は分

からない．正負を知るためにはマックスウェル方

程式に立ち返る必要がある．そこで，pac，pca
配置では H が y 方向を向き，E が(xz)面内にある

ことを考慮して結晶表面の入射位置で式(7a)を y
成分で表し，式(7b)を x および z 成分に分解して

整理した上で E, H に共通の指数関数項を消去す

ると，互いに独立な二つの関係式 

     y
z

xz HncEn )sin1( i
22

i
00 ε

θµ −= ,    (27) 

     xxyz EcHn 00 εε=                (28) 

が得られる[付録 A5]．ここで，屈折光があるなら

E と H は実ベクトルであり，このとき，式(11)

よりその入射位置で                              

             yxz HES
2
1 =><              (29)  

であることに目を向けよう．<Sz> > 0 であるには，

xE と yH は同符号でなければならない．したがっ

て，式(27)，(28)より，nz は一義的に 
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          x
z

z
nn ε

ε
θ i

22
i sin1−=         (30)   

と求められる． nz の正負は zn εθ /sin1 i
22

i−  と

εx の符号の組み合わせにより決まることが分か

る．光が結晶中に進入して伝播することができる

のは 

            0)sin1( i
22

i >− x
z

n ε
ε

θ
        (31) 

のときである．つまり， zn εθ /sin1 i
22

i− とεx が

共に正のときだけでなく，共に負のときも光が結

晶中に進入して伝播することができる．後者の場

合 nz < 0 であるから，ベクトル n は結晶の外側を

向いているので，屈折した光波は結晶の表面に向

って進む．これは 2 章で述べた，ε < 0，µ < 0 の

メタマテリアルにおいて起きる光波の負屈折と

丁度対応しており，自然の結晶では誘電関数の異

方性がこのような負屈折光波の伝播を可能にさ

せる．  

以上の結果より，単軸異方性結晶における

pac および pca 配置での光の屈折特性を次のよう

に区分することができる． 

(a) zn εθ /sin1 i
22

i− とεx が共に正のとき 

n > 0 で 

    x
z

nnn ε
ε

θθ )sin1(sin i
22

i
i

22
i −+=    (32) 

に等しい．もしも εz > ni
2sin2θ i ならば光線も正の

方向に屈曲する．しかしεz < 0 ならば，式(18)よ

り，θ t′ < 0 となり，光線は後方に屈曲するように

偏向する．このとき，k と <S> の二つのベクト

ルは z 軸から見て互いに逆回りに傾くことになる

ので，カウンターポジション(counterposition) と呼

ばれる[30]．カウンターポジションの特徴は斜め

入射ならばどの入射角でも起こることである．そ

のため，全角度負屈折(all-angle negative refraction)

と呼ばれることがある[31]． 

(b) zn εθ /sin1 i
22

i− とεx の正負が異るとき 

nz が虚数となるので，入射光は結晶中に進入して

行けず，すべて反射される．この全反射には常光

線の場合と同様に STR 型と金属型があり，εx と
εz のどちらもが正であっても，εz < ni

2sin2θ i な

ら STR が起こる．一方，εx < 0 ならば，εz < 0
のときだけでなく，εz > ni

2sin2θ i のときも金属型

の全反射となる．  
 

(c) zn εθ /sin1 i
22

i− とεx が共に負，すなわち   

εx < 0 で 0 < εz < ni
2sin2θ i のとき 

nz < 0 となり，n が負で 

   x
z

nnn ε
ε

θθ )sin1(sin i
2  2

i
i

2  2
i −+−=   (33)    

に等しい．ここで興味深いのは，εx とεz がそれぞ

れ，金属型と STR 型の全反射条件を同時にみた

すときに，負屈折光波が伝播できるようになるこ

とである．さらにこのとき，式(18)よりθ t′ > 0 な

ので，メタマテリアルでの負屈折の場合と異なっ

て，光線は正の方向に偏向する． 

区分(b)の場合，nz は虚数であるが，nx は式

(24)で示したように，外部媒体と入射角のみで決

まる実数 nisinθ i に等しい．一般に，ある光波の

屈折率ベクトルnまたは波数ベクトル kを二つの

直交した方向に分解したとき，一つの方向成分が

実数でもう一つの方向の成分が虚数または複素

数であるとき，この光波をエバネッセント波

(evanescent wave)という[32]．平面波の定義式(3a), 

(3b)より容易に分かるように，n, k が実数の方向

には波動は伝播して行くが，虚数または複素数と

なる方向には距離と共に減衰する．スネルの全反

射がその一例であり，光の電磁場は表面から一定

深さにまでしか浸透できない．この浸透している

電磁場をエバネッセント場または近接場 
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(near-field) という．エバネッセント波では振幅の

等しい平面が位相が同一の平面と一致しない．こ

の よ う な 性 質 の 波 動 は 一 般 に 不 均 一 波 

(inhomogeneous wave) と呼ばれ [33, 34]，いろい

ろな波動現象で起こることが知られている． 

 

3.4 異方的な異常分散があるとき 

１つの固有角周波数ωT をもって何らかの

光学遷移が共鳴的に起こるとき，誘電関数 ε  は
よい近似で 

        22

22 )(
ωω

εωω
εε

−
−

+= ∞
∞

T

TL      (34) 

と表される．ここで ε∞ はこの共鳴以外の光学応

答による誘電率へ寄与であり，ωL はこの共鳴を

起こす分極波の縦波固有角周波数である．一般に

ωT <ωL である．このような誘電率の変化は異常分

散と呼ばれ，共鳴領域の外側では ε  > 0 である

が，ωT からωL の間のωで ε < 0 となる．  

図 4 はこの異常分散で主軸の違いを添字 1, 

2 で区別して，ωT ，ωL に単軸異方性があると想

定したときの誘電関数の模式的な曲線である．前

節での考察により，εx と εz の値が異符号 のと

きにカウンターポジションあるいは負屈折とい

う特異な屈折が起こることが明らかになった．図

4の場合，領域 21 TT ωωω << と 21 LL ωωω << が

それに該当する．ただし前者の領域ではε1 とε2

がそれぞれ負と正に発散的に増大するために，ど

ちらが z 方向の光学配置になっても 1-sin2θ i/εz

の値がほとんど変化しないので，屈折特性は実際

上目立って変化しない．現実的で多様な屈折現象

が起こるのはε1 とε2 が異なる周波数で 0 を横切

って緩やかに変化する，後者の領域である． 

誘電関数に強い分散があると ω vs. k の分

散関係に大きな変化が生じることになる．図 5 は

誘電率が上記のε1 で与えられるものと仮定した

ときの分散関係である．ωT とωL の間のωで実数

の k が存在しないためにギャップが発生し，その

上下で分散曲線が大きく変化している．このよう

な状態は一般に光が媒体中の分極性をもった素

励起と結合して一体化したときに見られ，ポラリ

図 5 誘電関数が図 4 のε1 で与えられると仮定

したときの光の分散関係．点線(a), (b)，(c)は屈

折率がそれぞれ，1 (真空中の光)， ∞ε および

∞εωω )/( TL に等しい定数のときの分散関係

を示す． 

0

1

2

3

2 4 6
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図 4 式(34)による，異方的な異常分散があ

るときの誘電関数のモデル曲線． 
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トンと総称される．  

 
4. サファイア結晶の場合 

4.1 赤外活性格子振動による異常分散の異方性 

式(34)のタイプの誘電関数の異常分散が生じ

る典型的な例はイオン性結合をもつ固体結晶の

中で赤外光によって格子振動の波動であるフォ

ノン (phonon, 音子)が励起されるときである．

GaN 系の発光ダイオードやレーザーダイオード

の基板としてよく用いられるサファイアα−Al2O3

はイオン性の強い結合から成る固体の一つであ

り，α コランダム構造[35]をもつ．ここではサフ

ァイアを例にとって格子振動による赤外屈折特

性を具体的に考察しよう． 

α コランダム構造は三方晶系に属し，したが

って単軸異方性をもつ．基本単位胞は Al2O3 を 2

分子分含み，点群 D3d に属する．赤外光に応答す

るフォノンは基本単位胞全体で電気分極を生じ

る長波長の極性波であり，A2u のものが 2 つと Eu

のものが 4 つある．これらの記号は点群の規約表

現であり，長波長極限での原子変位の対称性を表

している．A2u は原子変位が結晶の c-軸に平行な

振動を指し，Euは垂直な振動を指す．前者に2つ，

後者に 4 つの分肢があるのは，対称性が同じでも

イオン種やサイトの違いのために原子変位のパ

ターンに自由度が残るためである．表 1 にそれら

のフォノンの周波数とダンピング定数を掲げる．

周波数の上での相互の位置関係を図 6 に示す．図

中長方形で描いた領域はそれぞれのフォノンの

TO (Transverse Optical: 横波光学)モードから LO 

(Longitudinal Optical: 縦波光学)モードまでの範囲

を示している．サファイアでは軽い原子が強く結

合しているために周波数が広い範囲に分布し，し

たがって異方性も著しいという特徴がある． 

なお，図 6 では横軸のωを角周波数自体では

なく，cm-1 を単位とした 1/λ0で表している．これ

は角周波数に正比例した桁数の小さい数値とな

って実用に便利なので，光学周波数としてよく代

用される．特に赤外領域の研究で広く用いられる．

この量は単位距離当たりの波動の繰り返し頻度

を表すので，慣習的にこの量も波数と呼ばれてい

る．本稿で周波数または波数というときはこの

1/λ0を指すものとする． 

図 6 に示された波数領域で E//c，E⊥c の偏

表 1. サファイアの赤外活性モードの格子振動

  規約表現 モード 波数 (cm-1)   

      1
||TO      398.0       5.7  

            1
||LO      511.0       1.5 

       2
||TO      583.0       2.5 

            2
||LO      879.4       25 

      1TO ⊥      384.6       4.8  
            1LO⊥      387.7       4.8 

       2TO⊥      439.3       4.8 
            2LO⊥      481.2       1.8 

      3TO⊥      569.5       4.5  
            3LO⊥      629.2       6.5 

       4TO⊥      633.5       5.2 
            4LO⊥      908.5       18 

ダンピング
定数 (cm-1)

1
u2A   

2
u2A   

1
uE   

 
  

2
uE   

  
 3

uE     

4
uE   

  

400 600 800 1000
ω (cm-1)

1 2 3 4 5 6

A2u A2u
1

Eu Eu Eu Eu
1 3 4

2

2

図 6 サファイアにおける 2 つの A2u モードと 4
つの Eu モードの TO-LO 帯域．1 から 6 までの番

号をつけた青色の部分はどちらか一方のモード

のみが占める周波数領域を示している．  
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光に対する誘電関数はよい近似で 

 
ωγωω
ωγωω

εε
jTjT

jLjL

j i
i

22

22

)(||)(|| −−
−−

∏= ⊥∞⊥    (35) 

で与えられることが知られている．ここで j はそ

れぞれの偏光の方向と同じ方向に分極をもつ基

準モードを指す番号であり，E//c で j = 1−2 が 2

つの A2u モードを, そして E⊥c で j = 1−4 が 4 つ

の Eu モードを指す．またγ はそれぞれのモードの

TO および LO 振動のダンピング定数である．この

誘電関数でもダンピングがなければ式(34)と同じ

く，ω →ωjT でε||(⊥) → ±∞となり，ω →ωjL でε||(⊥)  
→0 であることに変わりない．ダンピングは誘電

関数を複素数にしてω →ωjT での発散を抑止する

とともに，ε||(⊥) = 0 の位置をωjT およびωjL からわ

ずかにずらせる働きをする． 

式(35)に用いられるパラメータはすべて主

光学配置での反射スペクトルの測定より求める

ことができ，阪大の三石ら[36]と米国ベル電話研

究所のバーカー[37]により独立に行われた初期の

実験以来，これまでにすでに多くの研究が報告さ

れている．それらのうち垂直入射の研究としては

文献[38−41]がよく知られている．また最近筆者ら

は c 面と a 面について斜入射反射を測定し，s，p
偏光の比較解析を行った[15, 42]．表 1 はその研究

で得られたデータである． 

加えて，710 cm-1 から 810 cm-1 の間でごく弱

い多音子遷移が E//c で活性となることが見出さ

れている[42]．しかし本稿の主題である屈折特性

には影響しないので，4.4 で触れる反射スペクト

ルに関する以外，問題とならない． 

上に引用したこれまでの実験研究はすべて

室温の大気中で行われており，本稿でも同様に室

温大気中のサファイア結晶の屈折特性を取り扱

う．当該の赤外周波数域では大気の屈折率はほと

んど 1 に等しいので，ni = 1 とする． 

 

4.2 ダンピングがないときの屈折特性 

表1より分かるように，ダンピング定数は固

有周波数のωjT やωjL よりもはるかに小さい．そこ

で以下の考察ではまず，すべてのモードについて

γ = 0 と置き，ε||，ε⊥ を実数とみなして3章の結果

を適用し，サファイアにおけるカウンターポジシ

ョンと負屈折の基本的な振る舞いを概観してお

こう． 

主光学配置では ε|| と ε⊥ が εx と εz のい

づれかを与える．これらの値が異符号のときにカ

ウンターポジションまたは負屈折のどちらかが

起こることが 3 章で明らかにされた．図 6 に青色

で示した，1 から 6 までの番号の領域がそのよう

な波数域に該当するが，3.4 で述べたように，顕

著な現象が期待されるのは領域 3 と 6 である．そ

こで，ここではそれらの領域での pac 配置におけ

る屈折に目を向けよう．この配置では εx = ε⊥ ，
 εz = ε||である． 

 

4.2 (a) 領域 3 でのカウンターポジション 

領域 3 では ε⊥ > 0，ε|| < 0 であるが，領域

の直下ではε⊥，ε|| のどちらも負であるから金属

型の全反射がおこる．図 7 は pac 配置でこの状況

がθ i およびωとともにどのように変化するかを，

横軸をθ i，縦軸をωとする，(θ i , ω) の 2 次元面

で表したダイアグラムである．θi = 0 の垂直入射

では E は c 軸に垂直に偏光していて，ε⊥ が正とな

る， 2
uE 振動の 2LO⊥ より上の波数では透明である．

これに対してθi ≠ 0 では c 軸に平行な E の成分が

あり， 1
u2A 振動のために 1

||LO の波数に達するまで 

ε|| が負である．しかし，このとき光線が c 軸によ

って反射されるかのように屈折偏向し，光波のカ

ウンターポジションとなることによって光波と

光線が結晶中を進んでいくことが可能となる． 
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1
||LO の波数を越えるとε|| が正値に戻るの

でカウンターポジションは解消されることにな

るが， ε|| = sin2θ i のポラリトン状態 1
||S に達するま

では光は STR の全反射を受け，結晶中に進入でき

なくなる．結晶が再び透明になり，通常の屈折に

なるのは波数が 1
||S を越えてからである． 1

||S は入

射角の増大と共に高周波数側にシフトしていく

ので STR の領域が拡がっていく．見方を変えれば，

スペクトル上の不透明な領域に一つの窓が開く

ように見えてくる．このようなカウンターポジシ

ョンの現象は結晶光学の歴史の中でこれまで永

く気づかれることがなかった．  

透明な物体に見られる重要な光学現象の一

つにブリュースター無反射がある．これはある特

定の入射角で直線偏光の光が無反射となる現象

である．実際には誘電体における p 偏光の無反射

がよく知られているが，稿末の付録 A6 に述べる

ように，理論的には ε̂ が単位テンソルの非誘電性

磁性体で，磁気モードの s 偏向配置，sac および

sca，において無反射が起こり得る．一般に，反

射光は屈折光によって物体内に誘導された交番

電気または磁気双極子からの，再放射光に他なら

ない．電磁気学でよく知られているように，光は

交番双極子から軸対称的に放射されるが，双極子

の軸方向には放射されない．したがって，その方

向に光が反射されることはない．これをブリュー

スターの法則といい[43]，そのときの入射角をブ

リュースター角という．誘電体の場合，結晶内分

極密度を P と書くと，D および E との間に 

           EDP 0ε−=             (36) 

という関係があるので，ブリュースター角は p 偏

光の電気モードの主光学配置で 

         B
2tan

1
1 θε

ε
ε

=
−
−

z
z

x         (37) 

を満たす角度θB として決まる[44, 付録 A6]．図 7

で BNR (Brewster’s Null Reflection)と記した緑

色の破線はこのようなブリュースター角の位置

の動きを示している．pac 配置で入射角を十分小

さくしたとき，つまり，θB << 1 ラジアンのとき

は，ε⊥ ≈ 1 またはε|| ≈ 0 のときに無反射となる．そ

のため，領域 3 では図 7 のように， 2LO⊥ の直上と

1
||LO の直下の波数で無反射が起こることになる． 

主光学配置での p 偏光の光線反射率はεx，εz

の値の正負と虚実に関わりなく 

    

2

i
2

i

i
2

i

sincos
sincos

θεθεε
θεθεε

−+

−−
=

zxz

zxz
pR   (38)  

で与えられる[42,45,付録 A7]．上に述べたカウン

ターポジションの様子を検証するために，ダンピ

ングがないとしていくつかの入射角でpac配置で

の反射スペクトル R(ω)を計算した結果が図 8 に

示されている．まず，垂直入射では 2LO⊥ の直上

480
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図 7 周波数領域 3 の周囲における pac 配置

での屈折特性の (θ i , ω ) ダイアグラム． 
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のε⊥ = 1 となる周波数で，あたかも結晶が存在し

ないかのように見えることで無反射が起こる．入

射光を傾けていくと無反射は BNR に移行し，ブ

リュースター則に従って，徐々に高周波数側にシ

フトしていく．一方， 1
||LO の直下の BNR は c 軸

方向の E 成分があることによって起るので，垂直

入射では起らず，入射光を垂直から傾けると出現

する．入射角を増していくと STR の周波数幅が

拡がっていき，それにつれて領域全体での光の透

過量が急速に増していく． 

領域 3 でこのようなカウンターポジションが

起る様子を確認するために，等周波数屈折率曲線

に目を向けよう．一例として，ブリュースター角

θB が 20°となる二つの周波数のうち，低い方の

483.8 cm-1 を選んだときに式(17)より求められる

等周波数屈折率曲線が図 9 に示されている．図中

の青線がそれであり，原点から見た角度を入射ま

たは屈折角として，その角度での動径が屈折率の

絶対値を与える． 

図 9 では，図 2, 図 3 に示した波動と光線の

描像と対応するよう，上側に真空の等周波数屈折

率曲線を描き，下側にサファイアでの曲線を描い

ている．真空の等周波数屈折率曲線は半径 1 の球

の外周円であり，サファイアでの曲線は z 軸を回

転軸とする二葉回転双曲面を，y = 0 の平面で切断

したときの切り口が画く双曲線である． 

図 9 にはまた，20°の入射角での屈折率ベク

トル n の外に光線屈折率ベクトル s も示している．

入射光と屈折光で n の大きさと向きが共に同一

に近いのは BNR がε⊥ @1 の条件で起こっている

ためである．屈折光で s 
が等周波数屈折率曲線の

法線の方向を向き，n に対してカウンターポジシ

ョンとなっていることが確認される．ただしこの

図では s の大きさを 3.2 で述べたボルンとウォル

フの値 ncos(θt′−θt) にして描いている．しかしこ

図 8 周波数領域 3 の周囲における pac 配置で

の反射スペクトルの入射角の違いによる変化．B
はブリュースター無反射の位置を示す． 
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図 9 pac 配置において入射角 20°で BNR が起こ

る周波数(483.8 cm-1)での真空とサファイアの等

周波数屈折率曲線．矢印は入射角 20°での入射

光と屈折光の n および s ベクトルを示す．肩付
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とを表す．分数値 1/93 は屈折光の s ベクトルの

縮小度である． 
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の周波数では光と 2
uE 音子が結合したポラリトン

が 2LO⊥ の直上にあるために，図 5 より予見できる

ように，群速度が位相速度よりもはるかに遅くな

っており，s は著しく大きくなる．式(22)により求

めた実際の s の大きさはボルンとウォルフの値の 

93 倍にもなっている． 

 

4.2 (b) 領域 6 での負屈折 

領域 6 では ε|| > 0 であるが周波数が 4LO⊥ よ

りも低いためにε⊥ < 0 となるので pac 配置で負

屈折が生じる．その様子を(θ i , ω) の 2 次元面で

表したダイアグラムを図 10 に示す．垂直入射で

は 4LO⊥ までの周波数区間で金属的な全反射にな

るが，3.3 の区分(c)で述べたように，斜入射では

まず 2
||LO からポラリトン 2

||S までの区間で全反射

が破れて負屈折が起る．入射角が増していき， 2
||S

が 4LO⊥ を越えると 4LO⊥ が負屈折区間の上限に

なり，STR が生じるのは 4LO⊥ から 2
||S までの区

間に限定される．つまり，金属型と STR 型の全

反射条件が同時にみたされたときに負屈折が起

こっている．このとき BNR は小角斜入射では，

図のように，ε|| ≈ 0 となる 2
||S の直下の負屈折区域

で起こり，入射角が増すと 2
||S よりも高周波数側の，

正屈折域に移る． ε⊥ ≈ 1で起こるもう一つのBNR
は 1050 cm-1 を越える周波数位置となる． 

図 11に入射角を 0°, 20° および 40° としたと

きの反射スペクトルを示す．垂直入射のときは

4LO⊥ まで全反射であるが斜入射によって負屈折

区域が生じ，その区域では透明となって反射率が

減少する様子が明瞭に示されている．特に，θ i = 

20°では区域内で BNR による無反射が起こって

いる．さらに， 2
||S が 4LO⊥ を越える，40° の入射

角では， 2
||LO から 4LO⊥ までのスペクトル域で負

屈折の光が結晶内に進入できるために反射率が 1

より低下している．その結果，およそ 30 cm-1 の

広さで透明なスペクトルの窓が生じている． 

入射角が 20°で負屈折区域内に起る BNR の

周波数 889 cm-1における等周波数屈折率曲線と n, 
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図 10 周波数領域 6 の周囲における pac 配置での

屈折特性の (θ i , ω ) ダイアグラム． 
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s ベクトルを図 12 に示す．サファイアでの屈折率

曲線は，領域 3 のときとは異なり，z 軸の周りの

一葉回転双曲面を，y = 0 の平面で切断したときの

切り口が画く双曲線である．ここでは光波が負の

屈折を示すが，光線は正方向に偏向する様子が明

確に現れている．なお，この図でも s はボルンと

ウォルフの値の s で描いているが，周波数が 2
||LO

の直上であるため，図中に記入したように，実際

の大きさは図の 59 倍である． 

 

4.2 (c) 領域 6 の外側での正屈折 

これまで述べてきたカウンターポジション

および負屈折特性との比較のために，領域 6 の外

側でのpac配置における正屈折の等周波数屈折率

曲線と n, s ベクトルを図 13 に示す．ここではブ

リュースター角が 40° となる波数 934.1 cm-1 を

選んでいる．この波数では ε||, ε⊥ のどちらも正

値であるため，サファイアの等周波数屈折率曲線

は楕円となっている．ただ，ε||, ε⊥ の値がどちら

も 1 より小さいため，原点からの動径は屈折角に

依らず 1 より小さくなっている．図 10 から分か

るように，この波数では入射角がおよそ 45° 以上

になると STR が起こる．それ以下の入射角で常

に正屈折となるが，垂直入射でないかぎり，結晶

内の屈折光の n と s が平行になることはない． 

この図でも屈折光の s はボルンとウォルフの

大きさに描いている．この周波数ではポラリトン

効果はかなり弱くなるが，それでもなお，実際に

はボルンとウォルフの s の 10 倍の大きさがある． 

 

4.3  実際のサファイア結晶中の光波と光線 

実際の結晶の高周波電磁誘導では入力した

高周波エネルギーの散逸があるために必ずダン

ピングが生じ，誘電関数が複素数になる．誘電関

図 12 pac配置において入射角 20°でBNRが起

こる周波数(889 cm-1)での真空とサファイアの

等周波数屈折率曲線．矢印は入射角 20°での入

射光と屈折光の n および s ベクトルを示す．肩

付添字(i), (t)はそれぞれ入射光と屈折光である

ことを表す．分数値 1/59 は屈折光の s ベクトル

の縮小度である． 
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図 13 pac配置において入射角 40°でBNRが起

こる周波数 934.1 cm-1での真空とサファイアの

等周波数屈折率曲線．矢印は入射角 40°での入

射光と屈折光の n および s ベクトルを示す．肩

付添字(i), (t)はそれぞれ入射光と屈折光である

ことを表す．分数値 1/10 は屈折光の s ベクトル

の縮小度である．
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数に虚数部があると，台北工科大のジェンらも指

摘しているように[46]，異常光の屈折と偏向の形

態がさらに多様になる．そこでここでは，実際の

ダンピングを考慮に入れて，サファイアでの光波

と光線の屈折・偏向特性を定量的に検討しよう． 

 

4.3 (a) 光波の屈折 

εx とεz が複素数のとき，式(30)で与えられ

る nz も複素数となるので，  

         ''n'nn zzz i+=             (39) 

と書こう．このとき，実の屈折率の正負は 'nz の

符号で決まるので，nx = sinθ i を考慮して 

               
2

i
2sin1
'n

'nn
z

z
θ

+=           (40) 

と表すことができる．また，実の屈折角は 

            )sinarctan( i
t 'nz

θθ =              (41) 

で与えられる． 

結晶表面において，反射光の寄与分も併せ

て Ex と Hy が結晶の外側と内側で連続であると

いう電磁気学上の条件の下で式(7a)，(7b)を整理す

ると，pac および pca 配置での屈折光について 

 zk''nn
c

H
zz

z
x

x

zy
0

i

00

)i(

 exp{sin)0(
−








−= eeE

ε
θ

εε
φ

  

     ]} ) (sin[ i i0 tz'nxk z ωθ −++ ,       (42a)  

 [ xkzk''nH zyy i00
)i( (sini exp{ )0( θφ +−= eH  

      ]}  ) tz'nz ω−+                    (42b) 

が導かれる．ここで )0()i(
yH は入射光の磁場の強

さの結晶表面上の原点での値であり，φ はこの位

置における光の磁場 Hy(0)の透過/入射比を表し， 

         
i

i

cos
cos2

θε
θεφ

xz

x

n +
=           (43)     

である[付録 A8]．また，ex, ey および ez は，それ

ぞれ，x, y および z 方向の単位ベクトルを表す．

虚数成分 ''nz が屈折光をエバネッセント波にし，

屈折光は x 方向には表面に沿って波動として伝播

して行くが，深さ z 方向に振幅は 

                
0

1
''knz

=δ              (44) 

の表皮深さで指数関数で減衰する．次節でも述べ

るが，同様に光線の強さ<S>も z 方向に指数関数

で減衰し，その減衰係数が 

          02 ''knz=α               (45) 

で与えられることが明らかである．  

図 14(a)と 14(b)に，それぞれ，ダンピング

を無視したときと実際のダンピングを考慮した

ときの，領域3におけるpac配置でのnz′ とnz′′ の

スペクトルを示す．ただし図 14(b)では nz′′ に替

えて減衰係数α のスペクトルを描いている．図

14(a)と 14(b)では入射角を，それぞれ，20°と 25°

という異なる値にしているが，結果の上で基本的

な違いはなく，どちらにも 2LO⊥ と
1
||LO の間でカ

ウンターポジションの正屈折となる様子が明瞭

に現れている．ダンピングがごく小さいとき，nz′ 
と nz′′ は周波数的に互いにほとんど重なること

なく， 2LO⊥ と
1
||LO の近傍で鋭く不連続的に変化

するが，ダンピングが強まるとその鋭さが抑制さ

れ，nz′ と nz′′ のスペクトルは周波数上互いに重

畳して連続的に変化することが分かる． 

図 15(a)と 15(b)に図 14 と同様に，それぞれ，

ダンピングを無視したときと実際のダンピング

を考慮したときの，領域 6 における pac 配置での

nz′ と nz′′ のスペクトルを示す．ただし図 15(a)

と 15(b)では入射角をそれぞれ 20°と 25°という異
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なる値にし，また，図 15(b)では nz′′ に替えて減

衰係数α のスペクトルを描いている点も図 14 と

同じである．ダンピングがないときは nz′ < 0 とな

る負屈折のスペクトル域が，nz′ = 0 となる全反射

域に挟まれる様子が図 15(a)よりよく分かる．しか

し，実際には 2
||LO と 4LO⊥ がそれぞれ，25 cm-1お

よび 18 cm-1 という比較的大きなダンピング定数

をもつために，図 15(b)のように，nz′ と nz′′ (およ

びα) の変化が強く抑制されて，滑らかで連続的

なスペクトルになる．その結果，完全な全反射域

がなくなる．特に，負屈折域が 2
||LO より下の周波

数にまで拡がるのは興味深い． 

 

4.3 (b) 光線の偏向 
式(42a)，(42b)より結晶内の<S>を求めると， 

 







+>=< z

x

z
x

z

y n
c

H
eeS

εε
θ

ε
φ i

00

22)i( sinRe
2

|||)0(|
 

         ) 2exp( 0 zk''nz−×                (46) 

となる．前節で述べた光線の減衰はこの式中の指

数減衰項によって起る．ここで，入射光を平行光

線としてその強さを Ii，光束の断面積を Ai とし，

また，結晶中に進入した光線の表面直下での強さ

とその光束の断面積をそれぞれ It，At としよう．

電磁気学によれば，真空中での光の時間平均エネ

ルギー密度は 2/|| 2)i(
0 yHµ であり，これを Ui と

して，Ii = AiUic0 であるから，式(46)より， 
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図 15 周波数領域 6 の近傍での pac 配置における

(a)入射角 20°でのダンピングのないときの nz′ と
nz′′ および(b)入射角 25°での実際のダンピングが

ある結晶の nz′ とα のスペクトル． 
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図 14 周波数領域 3の近傍でのpac配置における

(a)入射角 20°でのダンピングのないときの nz′ と
nz′′ および(b)入射角 25°での実際のダンピングが

ある結晶の nz′ とα のスペクトル． 
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であることが分かる．<S(0)> は z = 0 での結晶内

の <S>を表す．平行光線が結晶表面で折れ曲がる

とき，断面積は itit cos/cos/ θθ 'AA = の割合で変

化する．したがって，サファイア結晶の中への光

線の進入率を 

  
i

t

I
IF =    

    z
x

z
x

z

n' ee 







+








=

εε
θφ

θ
θ ResinRe||

cos
cos i2

i

t    

                      (48)  

により知ることができる．進入するエネルギー流

は x 方向と z 方向の成分から成っており，それら

は 
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t sinRe||
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である．これより，光線の偏向角が 
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により決まることが分かる．入射光のうち，結晶

中に進入しなかった光線は反射されるので，反射

図 16  pac 配置におけるサファイアの反射スペクトル．矢印は図 8 と図 11 で指摘された，

領域 3 と領域 6 でのダンピングがないときに予想されるブリュースター無反射の位置を示

す． 
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率 R との間に 

                F + R = 1           (51) 

という関係がある．したがって，R が実験で求ま

れば，1−R により F も実験値として求まる．  

領域 1 から領域 6 までの全周波数域での

pac 配置における入射角 25°の反射スペクトルを

図 16 に青色の実線で示す．表 1 に掲げたフォノ

ンの実験データと，4. 1 の末尾で述べた，E//c 偏

光での多音子遷移の寄与を合せて式(35)に適用し

て求められた R を描いたものである．710 cm-1 か

ら 810 cm-1 にわたって見られるいくつかのごく弱

い凹みがこの多音子遷移によるものである．図に

はまた，垂直入射のときのスペクトルが赤色の破

線で示されている．4.2 (a)および 4.2 (b)で論じた，

領域 3 でのカウンターポジションと領域 6 での負

屈折の効果が青赤二つのスペクトルの間の差異

として実際の結晶でも明瞭に現れている．  

図 17 と 18 にそれぞれ，領域 3 と領域 6 を

拡大し，pac 配置におけるθi = 25°での F，Fx お

よび Fz を示す．このようにポインティングベク

トルを調べると光線の進入度と結晶内で光線が

進む向きを同時に知ることができ，次に述べるよ

うに，いろいろな事実が見えてくる． 

まず領域 3 では，カウンターポジションに

よる光線の後方偏向が図 17 における大きな負値

の Fx によって示されている．| Fx / Fz |の値は領域

3の下限周波数である 2LO⊥ から上限周波数である

1
||LO の直下にかけて急速に増大している．これよ

り，偏向角 θ t′ は 2LO⊥ の周波数での − 4.5° から，

周波数が増すとともに増していき，510 cm-1 で 

−74° にまで達することが分かる． 

領域 6 では，ダンピングがなければ負屈折

の下限周波数であった 2
||LO から Fx が正値で立ち

上がり，上限であった 2
||S の近くで 50 %を越える

値にまで成長することが図 18 より分かる．さら

に特筆すべきことは，ダンピングがあるために，

2
||LO より低い周波数で光線が後方偏向を起こし

図 17 サファイア結晶の周波数領域 3 の近

傍での入射角25°でのpac配置におけるF, Fx 
および Fz のスペクトル．  
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図 18 サファイア結晶の周波数領域 6 の近

傍での入射角 25°での pac 配置における F, 
Fx および Fz のスペクトル．  
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て負の x の向きに進入していくことである．その

ために， 2
||LO の周波数で F はおよそ 60 %という

値をもち，さらに周波数が低下しても，ダンピン

グのないときのように直ちにゼロとはならず，Fx

の絶対値が最大となる 872 cm-1 で，F はまだ 44 %

という大きな値を保つ．このとき偏向角 θt′ は 

− 59°となっている．図 15(b)の nz′より，同じ周波

数で光波の屈折角θ t は −71°であることが求ま

るから，ここでは図 2(b)に示したメタマテリアル

の場合と同様の，真の負屈折に近い状況が実現し

ている．  

このときの具体的な光波と光線の進入の様

子が図 19 に描かれている．光線と光波は結晶表

面から，それぞれ，およそ 1 および 2 ミクロン程

度の深さにまでしか到達しない．光の入る深さが

このように浅いのは，872 cm-1 の光が元来エバネ

ッセント波であることから来ている．図 15(a) に

示されているように，ダンピングのないとき，こ

の周波数で nz は純虚数で nz′′ ≈ 1 である．このと

き(全反射であるから F = 0 であるが，何らかの理

由でわずかに結晶中に入ったとしても) エネルギ

ー流の進入深さはやはり 1 ミクロンの程度と見積

もられる．それに比べて図 19 に示された，ダン

ピングがあるときの光線の進入深さが目立って

浅くなってはいない．したがってこの場合，ダン

ピングがあるために相当量の比率の光線が結晶

中に進入して散逸するが，光線の進入深さ自体は

本来のエバネッセント場の浸透深さでほぼ決ま

っていると言える． 

それに対して，領域 3 のカウンターポジシ

ョンでは領域の大部分で本来透明であり，反射率

も低いために，光線の浸透率がおよそ 80 %以上と

いう高い値をもつ．また，ダンピングが加わって

も図 14(b) に示されているように，減衰係数が

1×103 cm-1 以下であることも注目に値しよう． 

 

5. 関連する国内外の研究 

光デバイスに用いられる材料は化合物半導

体をはじめとして，多くが単軸性の結晶構造をも

っている．それらの中，SiC や GaN，ZnO などで

はサファイアの周波数領域 6 の場合と同様に，

LO⊥，LO||がどちらも TO⊥，TO||よりも高い周波数

をもち，かつ，LO⊥ が LO||よりも相対的に高い周

波数をもっている．米国ネブラスカ大のティワル

ドらは 4H- および 6H-SiC の自由電子吸収やフォ

ノンの異方性を調べるために結晶の c 面について

高入射角で分光エリプソメトリーの実験研究を

行った[47]．その過程で図 11 に示したものと同様

のスペクトルの窓の存在を p 偏光反射に見出して

いる (文献[47]の Fig. 6)．当時はまだ，異方性結晶

における光の屈折の特異性について世界で共通

の認識がなかったためにこのスペクトルの窓が

負屈折によるものであることに気づかなかった

が，彼らは誘電率の異方性に基づいて，図 10 と

基本的に同じ(θ i , ω)ダイアグラムを導出した(文

図 19 サファイア結晶に周波数 872 cm-1の光 
が pac 配置で 25°の入射角で入射したときの

屈折光の光波と光線．矢印はそれぞれの向き

を表し，矢の長さは 1/e に減衰する距離であ

る． 
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献[47]の Fig. 8)．一方，筆者らは GaN/サファイア

堆積膜と GaN バルク結晶，ZnO/サファイア堆積

膜と ZnO バルク結晶，そしてサファイアのバルク

結晶などで主光学配置の小角斜入射赤外反射ス

ペクトルを系統的に測定し，単軸結晶特有の s, p

偏光依存性の解析を行った[42, 48-51]. これらよ

り得られた知見が，本稿の元になった研究[15]に

つながった． 

誘電的異方性の大きい Hg2X2 (X = Cl, Br, I)

などの結晶が負屈折の実現に有望であることが

理論的に指摘された[10]ことを契機に，2005 年頃

から，計算機シミュレーションによって結晶内の

光線を可視化する研究も盛んに行われ始めた．3.3

で述べた区分によれば，それらで取り扱われる対

象はほとんどがカウンターポジションの光線で

ある．ブラジル連邦大のドゥメロウら[9]は硫酸グ

リシン(TGS)結晶の格子振動による赤外誘電率の

異方的な異常分散に着目して光線の後方偏向の

様子を調べた．続けて世界各地で SiC/SiO2ヘテロ

積層膜[11]や水晶結晶膜[13]などについて計算機

シミュレーションにより同様の検討が行われ，サ

ファイアについても一件報告された[52]．さらに，

上述のドゥメロウのグループは実用性の観点か

ら平板レンズとしての分解能についての検討を

水晶などにおいて行っている[14]． 

最後に，用語について少し触れておこう．

等方媒質については，負の屈折を示すものはしば

しば「負屈折率媒質」と呼ばれるが，ベセラゴに

ならって「左手系」と呼ばれることも多い．また，

2 章で述べたように，そのような媒質では光波の

進行方向が光線とちょうど反平行であることか

ら，「後進波系」と呼ばれることがある．さらに，

ベセラゴ自身[53]はその光波を「負位相速度波」

と呼ぶことを推奨した． 

一方，異方性結晶の場合，光波と光線の進

む方向が互いに異なる場合があることに起因し

て，用語の不統一があった．初期の理論では等方

媒体での負屈折における後進波との対応から，結

晶表面に平行な成分 <Sx> が負値となった光線

を横(lateral)後進波[7]あるいは負屈折光[8,54]と呼

んだ．また，エリツィアンが最初に気づいた[6]，

結晶内部から表面に向って逆行して来るように

屈折した光波も後進波に分類された[8,54]．そのた

め，続いて行われた数値シミュレーション研究の

多くで，カウンターポジションの光線を負屈折と

みなしており，さらに，3.3 の区分(a)で述べたよ

うに，全角度負屈折と呼ばれることもある． 

しかし，屈折を表すスネル則はあくまで光

波について成り立ち，光線は対象とならない．一

般に光線や電子線が進路から逸れる現象が偏向

と呼ばれることから，この場合も光線の折れ曲が

りはむしろ偏向と見なすべきであろうとの指摘

が生まれた[32]．ただ，光線の伝播特性が光波と

一体であることも事実である．このことを踏まえ

てペンシルバニア州立大のラクタキアらは nz が

負値，つまり光波の kz が負値となる，エリツィア

ンの屈折を負屈折とし，異常光の光線の折れ曲が

りを「屈折(による)偏向」と呼んだ[46]．本稿もこ

の用語法に準拠し，カウンターポジションでの光

線の進路を後方偏向と表した． 

 

6. 結び 

負屈折現象を中心にして，異方的な光学結

晶における赤外屈折特性についての最近の波動

光学的研究について述べてきた．近年メタマテリ

アルに多くの関心が集まっているが，自然の結晶

でも誘電率テンソルの主要素の一つが他の二つ

と異なる符号の値をもつ場合には，斜入射した異

常光線にこれまで知られていなかった特異な屈

折特性が現れることが分かった．このとき現れる

負屈折や後進波，光線の後方偏向，そしてカウン

ターポジションという概念は，これまでの波動光
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学や結晶光学について書かれたどの教科書でも

触れられたことがない．多くの自然の結晶物質で

光の屈折特性に正と負の二面性があるにもかか

わらず，われわれは今世紀になるまで，その片面

しか知らなかったと言える． 

ここで述べた研究の元は FT/IR 装置を用い

た光デバイス用材料の電子格子物性についての

基礎的な実験研究であった．赤外屈折特性を立ち

入って調べる動機となったのは，スネル型の全反

射と金属型の全反射の物理的条件が重複すると

きにそれらの結晶が異常光線に対して透明にな

るという，これまで経験したことのない不思議な

実験結果に出会ったことであった．そこで基礎的

な波動光学といくつかの法則に基づいて考察を

進めて行き，多くの新しい知見を得ることができ

たが，その要因の一つは，ポインティングベクト

ルを定量的に評価することにより，結晶中に入っ

て進んでいく光線の方向を明らかにすることが

できたことである．ポインティングベクトルがこ

のように主要な視点の一つとして固体の分光研

究に取り入れられたことは，おそらくこれまでに

ほとんどなかったと思われる．文献[15]には反射

率 R から求めたポインティングベクトルの実験

値も示している．文献リストに記した URI により，

最終原稿に直接アクセスできるので，関心のある

読者はそちらも参照されたい．  

自然の結晶における異常屈折について，今

はまだ，存在が実証されたばかりである．本稿の

標題の末尾を「序論」としたのはそのためであり，

波動光学の様々な課題について今後さらに繰り

広げられる展開に期待がふくらむ．応用に目を向

けた研究も世界各地で進められているので，近い

将来どのような革新的な技術が生まれるか，大き

な関心がもたれる． 
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付録 

A1. 等方性媒質の屈折率 

式(7b)，(7b)のマックスウェル方程式に基づ

き，ポインティングベクトルを取り入れて定式化

することにより，式(10)は次のようにして求める

ことができる． 

k を便宜上 z 軸に平行とする．ただし，正

負の向きは任意である．等方性媒質ではこのとき，

E, H はどちらも(xy)面内にある．そこで式(7a)の y
成分と式(7b)の x 成分を組み合わせ，また，式(7a)

の x 成分と式(7b)の y 成分を組み合わせた上で共

通の指数関数項を消去すると，次の二組の連立式 

       






=

=

xy

yx

EHnk

HEnk

00

00

ωεε

ωµµ
          (A1.1) 

        






=−

=−

yx

xy

EHnk

HEnk

00

00

ωεε

ωµµ
         (A1.2) 

が求まる．平面波の光が伝播するには，E ，H は

どちらも実ベクトルで， xE と yH および yE と xH
がそれぞれ，(A1.1)および(A1.2)の連立式をみたさ

なければならない．いま，光線が +z の方向に進

んでいるとしよう．そうすると，S をポインティ

ングベクトルとして，<Sz> > 0 である．このとき，

< S > の定義式(11)より，  

       )(2
1

xyyxz HEHES −>=<        (A1.3) 
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であるから， 0  >>< zS であるためには xE と yH
は同符号で，かつ yE と xH は異符号でなければな

らない．したがって，式(A1.1)，(A1.2)の何れにお

いても 

 (i)  µ > 0 でε > 0 のとき n > 0，  
  (ii)  µ < 0 でε < 0 のときは n < 0  
でなければならない．(i)および(ii)の場合それぞれ，

0nk > 0 および < 0 であるから，ベクトル k, E, H 
はそれぞれ右手系および左手系となっているこ

とが容易に確かめられる．さらに， 

 (iii) µ, ε が異符号なら実数の n が存在しない 

ことも明らかである．本文の式(9) n2 = µε に対し

てこれらの(i), (ii)および(iii)をみたす解として，  

      εµ=n      
が一義的に求まる．これが本文の式(10)である． 

A2. 分散関係 

まず s 偏光配置に目を向けると，E が y 成

分のみ持ち，H が(zx)面内にあるので，本文の式

(7a)より 

      xxyz HEk µωµ0=−             (A2.1) 

        zzyx HEk µωµ0=           (A2.2) 

が得られ，本文の式(7b)より 

     yyzxxz EkHkH εωε 0=−        (A2.3)  

が得られる．式(A2.1)の xH と式(A2.2)の zH を式

(A2.3)に代入し， yE を消去して整理すると 

         y
x

z

z

x

c
kk εω
µµ

2

0

22

)(=+   

が求まる．ただし関係式
2
0

00
1
c

=εµ を用いた．こ 

れが本文の式(13)である．  
次に p 偏光配置では H が y 成分のみ持ち，

E が(zx)面内にあるので，本文の式(7a)より 

      yyzxxz HEkEk µωµ0=−     (A2.4) 

が得られ，本文の式(7b)より 

        xxzy EkH εωε 0=             (A2.5) 

      zzxy EkH εωε 0=−              (A2.6) 

が得られる．式(A2.5)の xE と式(A2.6)の zE を式

(A2.4)に代入し， yH を消去して整理すると 

        y
x

z

z

x

c
kk µω
εε

2

0

22

)(=+   

が求まる．これが本文の式(14)である． 

 
A3.  p 偏光の 'tθ と tθ の関係 

ED 0ε̂ε= だから，図 A.1 または本文の図 3

より， 

     
'E

D

xxx
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t
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t
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E
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     (A3.1) 
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である．したがって 

       '
D
D

x

z

x

z
tt)t(

)t(

tantan θ
ε
εθ ==

−
       (A3.3) 

である．これより 

     tt tantan θ
ε
εθ

z

x' =  

が求まる．これが本文の式(18)である． 

 

A4. 金属での全反射 -プラズマ反射- 

金属は一般に高い電気伝導度を示す．それ

は外部から電界が加わると金属内の高密度の自

由電子が電界に応答して動くからである．電界が

高周波の交流の場合，それらの電子はダンピング

のある荷電粒子(プラズマ)として応答し，電界を

遮蔽するように作用する．異方性のない金属では

このとき誘電率はよい近似で 

              )
i

1(
2

2

γωω
ω

εε
+

−= ∞
p        (A4.1) 
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と表される．これをドゥルーデ・モデルという．

ここでε∞は価電子など，自由電子以外の電子や原

子からの光学誘電応答への寄与を表し，γ はダン

ピング定数である．また，ωp はプラズマ振動数で

あり，一個の電子の有効質量を m，その電荷量を

e，自由電子の密度を N として 

                     
m

Ne
p

0

2
2

εε
ω

∞

=             (A4.2) 

で与えられる． ωp の値は物質によって大きく異

なるが，多くの金属で赤外から可視域または紫外

域にある．共通して言えることは，γよりも十分

高く，ωp よりも低い周波数の光に対して，ε が負

のほぼ純実数の値となることである．このとき，

屈折率 nがほぼ純虚数となって強い反射を起こす．

ε が正値でもスネルの屈折則をみたさないとき

STR が起こるのに対して，これは自由電荷によっ

て光の電界が遮蔽されることによって起る．γ→0

で反射率→1 であるから基本的に全反射現象であ

り，実際，金，銀，アルミニゥムなどは赤外から

可視域のほぼ全域にわたって高い反射率を示す．

詳細については，例えば，黒田規敬:「固体物性学

講義ノート」第 8 章，物質の光学特性 (熊本大学

学術リポジトリ，http://hdl.handle.net/2298/8246) 

を参照のこと． 

 

A5. p 偏光での nz と yx HE   , との関係 

式(A2.6)の zE を式(A2.4)に代入し，さらに両

辺から共通の指数関数を消去すると 

   y
z

x
yxz HkEk )(

0

2

0 εωε
µωµ −=    (A5.1) 

となる．ここで，本文の式(24)より ii sinθnkx = で 

である．
0

00     ,
c

kknk zz
ω

== , そして
2
0

00
1
c

=εµ  

などの関係式を用いて式(A5.1)を整理すると 

      y
z

yxz HncEn )sin( i
22

i
00 ε

θµµ −=    (A5.2) 

が得られる．また式(A2.5)より 

          xxyz EcHn εε 00=          (A5.3) 

が求まる．これが本文の式(28)である．本文中で

述べたように， xE と yH が同符号であることを考

慮すると，式(A5.2)，(A5.3)より直ちに 

        x
z

yz
nn ε

ε
θµ i

22
i sin

−=       (A5.4) 

と求まる．非磁性体を考えて式(A5.4)でµy = 1 と

したものが本文の式(30)である． 
 

A6. ブリュースター角 

 pac と pca 配置で屈折光によって結晶中に誘起

される電気双極子密度を P とすると，本文の式

(36)より 

            EDP 0ε−=            (A6.1) 

だから， ED 0ε̂ε= であることを考慮すれば， 
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である．ただし，簡単のために上付きの(t)は省略

した．これより， 
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                                  (A6.4) 
である．非磁性体においてブリュースターの無反

射が起こるとき，図 A1 に示すように， 

       
i

iP tan
1)90tan(tan
θ

θθ =−°=   (A6.5) 

であるから，式(A6.4)と組み合わせると 
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x

ε
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1
1tantan ti −

−
=    (A6.6) 

となる．一方，非磁性体での p偏光の光に対する，

本文の式(17a)のフレネルの関係式 
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において 
                q=ttanθ       (A6.8) 

と置くと， 
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となる．さらに， 

               t=itanθ         (A6.10) 

と置けば，スネル則 ti sinsin θθ n= の両辺を二乗

することにより 
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が得られる．この右辺に式(A6.9)の n2
を代入して

書き変えると 
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     (A6.12) 

が求まる．これによって ttanθ が itanθ と関係づ

けられる．一方，ブリュースター則を表す式(A6.6)

の両辺を二乗すれば 
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となる．これに式(A6.12)の q2
を代入して整理す

ると 
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となる．左辺第 1 項より得られる解 

          z
z

xt ε
ε
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1
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22
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==      (A6.15) 

の iθ が本文の式(38)の R を 0 にし，また，これ以

外に恒等的にRを0にする iθ はない．したがって，

この iθ がブリュースター角 Bθ を与える．これが

本文の式(37)である． 

他方， ε̂ が単位テンソルで µ̂ テンソルの要

素のいくつかが 1 ではない磁性体でも，磁気モー

ドの s 偏向配置，sac および sca，において入射

面に平行に磁気モーメントが誘起され，無反射が

起こり得る．ブリュースター角を求めるには電気

モードの取り扱いをそのまま拡張すればよく，し

たがって，式(A6.15)のε をµ に置き換えることに

より 

            z
z

x µ
µ
µθ

1
1tan B

2

−
−

=         (A6.16) 

と与えられる． 

2000 年以降，メタマテリアルとの関連で，

ε̂ ， µ̂ のどちらもが単位テンソルではない，磁性

誘電体についての研究が進んだ．この場合，光で

誘起された電気双極子と磁気双極子が共存して

いる上に，それらは平行ではないので，ブリュー

スター効果は起こらないのではないかと思われ

たが，次の A7 で求める光線反射率の表式(A7.10)

k(i) k(r) 

k(t)

P 
(t) 

D(t) 

x 

z 

θ r  
=θ i 

 

θ i 

 
θp 

θ t 

図 A1 ブリュースターの無反射が起こる 
ときの反射光と電気双極子密度 P(t)との関 
係の模式図．ただし D(t), E(t) は P(t)に対し 
て，式(A6.1)を満たすよう配慮して描かれ 
てはいない． 

E(t) θ t′

<St)> 

E(i), D(i) E(r), D(r) 
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および(A7.11)より，s，p 偏光のどちらの場合もそ

れぞれで，反射が消失する入射角が存在し得るこ

とが分かる．これは電気双極子と磁気双極子の二

つの振動双極子から反射光として放射される電

磁場がこれらの入射角のときに丁度反平行とな

って相互にキャンセルするためであることが理

論的に示された[55]．原理的にこの無反射現象も

ブリュースター効果と云える． 
 

A7. 主光学配置での光線の反射率 

メタマテリアルにも適合するよう，ここでは

µ̂ ，ε̂ テンソルに制限を加えないこととし，本文

に沿って，まず p 偏光配置での光線の反射率を考

えよう．このとき D，E が zx 面内にあり，かつ 

H//y であることを考慮して，マックスウェル方

程式(7b)  

        EkH 0ε̂εω=×  

に注目する．入射光について式(7b)の x-成分をと

れば 

     i
)i(

0i0
)i( coscos θωεθ EkH =    

だから 

             )i(
00

)i( EcH ε=           (A7.1) 

である．また，反射光について式(7b)の x-成分を

とれば 

    i
)r(

0i0
)r( coscos θωεθ EkH −=−   

だから 

           )r(
00

)r( EcH ε=            (A7.2) 

である．一方，屈折光について(7b)の x-成分は 

         'EcknH xz t
)t(

000
)t( cosθεε=  

だから 

           )t(t
00

)t( cos E
n

'cH
z

x θεε=    (A7.3) 

となる．電磁気学によれば，E と H の正接成分

すなわち Exと Hyはどちらも境界面の表裏で連続

である．式(A7.1)，(A7.2)および(A7.3)より，光の

入射位置 z = x = 0 での Ex の連続条件は 

       )t()r()i(
i )(cos HnHH

x

z

ε
θ =−   (A7.4)  

となり，Hy の連続条件は 

         )t()r()i( HHH =+       (A7.5) 

となる．式(A7.5)の )t(H を式(A7.4)に代入して整

理すると   
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n
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H
H

+
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=
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i
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)r(

cos
cos 

θε
θε

        (A7.6) 

が得られる．ここで，結晶は大気中に置かれてい

るとしているので ni = 1 である．したがって式

(A5.4)より 

    
z

i
2sin

ε
θµε −= yxzn       (A7.7) 

である．これを式(A7.6)に代入して右辺の分母と

分子を xε で除すと 
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が得られる．また式(A7.1), (A7.2)より 
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であるから，光線の反射率は 
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となる．ここでµy = 1 とし，右辺の分母と分子に

zε を掛けたものが本文の式(38)である．導出の

過程より明らかなように，式(A7.10)はεx, εz およ

びµy の値の正負と虚実に関わりなく成り立ち，ま

た，式(38)もεx, εz の値の正負と虚実に関わりなく

成り立つ． 

式(A7.10)は p 偏光配置の 2 つの電気モード

配置 pac, pca と 1 つの磁気モード配置 paa での

光線の反射率を与える．3.1 で導いた分散関係の

考察より明らかなように，磁気モードと電気モー

ドは ε とµ を互いに置き換えた関係になってい

る．したがって，式(A7.10)の ε とµ を置き換えた， 
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i
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i

z

i
2

i

sincos

sincos
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−−
=

yx

yx
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が s 偏光配置における磁気モードの sac, sca と電

気モードの saa での光線の反射率を与える．ここ

で，µx = µz = 1 としたときの 

    

2

i
2

i

i
2

i
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θεθ

θεθ
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−−
=

y

y
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が通常の単軸非磁性体の s 偏光反射率である． 

なお，式(A7.10)および(A7.11)より分かるよ

うに，等方的でµ = ε  = −1 のメタマテリアルでは

Rs, Rp は入射角にかかわらず 0 となる．これがス

ーパーレンズを作るための大きな要因である． 

A8.  p 偏光配置での屈折光波 

式(A7.4)，(A7.5)から )r(H を消去して 

            
i

i
)i(

)t(

cos
cos2
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θε
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y

y

nH
H

+
=      (A8.1) 

が得られる．ただし，考えている p 偏光配置では

H が常に入射面に垂直であることを示すために

ここでは下付きで y を付けている．この式は境界

面の表裏での磁場強度の比であるから，結晶表面

の入射位置での光波の磁場振幅の透過/入射比に

等しい．この比をφと表したのが本文の式(43)であ

る．このφを用いると，式(A7.3)，式(18)および式

(24)より，結晶内の光波の E は 
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                 (A8.2) 
と求まる．また，H は 

    })(sini{)i()t( i0e)0( tznxk
yy

zH ωθφ −+= eH     (A8.3) 

と表される．ここで， )0()t(
xE ， )0()t(

zE ， )0()i(
yH

はそれぞれ，時刻 t = 0 での結晶表面の光の入射

位置における )i()t()t(   ,  , yzx HEE の値とする．さらに

nz を複素数で表すと，式(A8.2)，(A8.3)はそれぞれ，

本文の式(42a)，(42b)となる． 
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